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PREFACE. 


\ 


Le present Yokime n’a pas ete aussi piofondemenl lemanie 
que les deux precedents Les pnncipaux changements sont les 
suivants 

La Note finale sui quelques points de la theoiie des fonctions 
a ete suppiimee, les pnncipaux resuitats qu’elle contenait ayant 
ete introduits dans les deux premiers Volumes 

Les divers passages oil interviennent les fonctions elliptiques 
ont ete notablement simplifies en faisant intervenir les fonc- 
tions de M Weierstrass a la place des anciennes fonctions snw, 
cn Uf dn ic 

L’exposition du precede d’lntegiation des equations lineaiies 
a coefficients constants a et6 changee. La methode de M Vaschj, 
que nous avons adoptee a la place de celle de Cauchy, serecom- 
mande par son elegance et sa complete generalite 

Nous avons enfin ajoute une demonstration de I’existence des 
integrales dans ie cas des variables leelles, et Pindicalion des 
methodes proposees pai Kummei et Halphen pour I’lntegiation 
de cei tames equations iineaires ' 
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TROISifiME PARTIE. 

EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 

CHAPITRE I. 

EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES 


L — Notions preliminaires. 

1. Nous avons vu dans le Calcul differential (Chap I, 
§ XIII) que, lorsqii’on a im ccitam nomhre de iclaUons 
entre nne ou plusieurs variables ind^pendantes 
et des fonctionsj^i, JK 2 } de ces variables^ on pouvailj cn 
combinant ces Equations avec celles qiu s’en deduisent par 
dqnvalion, en ddduiic une infinite d’equalions diflP6rentielles 
auxquelles satisfont ces fonctions 

II nous reste a trailer le probUme inverse^ en chercliant 
a remonter des Equations diff^enlieiles aux relations qui 
existent entre les variables elles~niemes\ 

J — Cours', Hi , j 


TROISitiME PARI IE 


CUAPirRE I 


Nous nous occuperons d’abord des equations difTerentielles 
01 dinaij es, ou ne figui*e qu’une vaiiable mdependante x 

2 Soil propose un systeme de m equations differentielles 
entre x ol m fonctions jKi, .. , ym de cette variable. On 
pourraj par I’lntroduction de variables aiixiliaires, lamenei 
le systeme propose a un autre systeme equivalent, ou ne 
figment que des deiivees du premier ordie 

En effet, supposons, pour fixer les idees, que nous ayons 
deux equations difleientielles simultanees 

„ / dy d^r d^y dz d-z\ 

\ ~dv^ dx-^ dx^^ dx^ da^J 

^ / dy d^y dW ^ dz d'^ z\ 

Posons 

dx ’ dx'^ ’ dx 
On aura eMdemment 


^ „ dz ^ 

dx ^ ^ dx ’ dx' 



Ces cinq equations difTerentielles forment un systeme ma- 
mfestement equivalent aux deux Equations piimitives, mais 
oil ne figurent plus que des derivees du piemier ordre 

3. Considerons done un systeme simultan^ de m Equa- 
tions du premier oidre 


F 

Fa 





EQUATIONS DlFFi^RENTlELLFS ORDINAIllES 

entre la \?ariable mdependanLe x el in foncLions inconnues j , 

2 ;, u, 

Si parxni ces equations il en %me imCj F = Oj qiii nc cou- 
tienne pas de deriv^e, soil ime des variables qu’elle con- 
tient, Fequation resolue par rappoit a y donnera im r<5siilLat 
de la foime 

(l) ) 

On en dMuit 

dy d® dcp dz da 

dx dx dz dx dn dx 


Substituant ces valeurs dans les equations 

on aura un systeme de m — i equations diflercntielles poui 
determiner les m — i variables z, u, . . on calculeia en- 
suite y par Tequation ( i) 

Supposonsj au contraire, que I’equation F = 0 conlienne 
au moms une derivee, telle que Resolvanl par rappoiL a 
celle denv^e, il viendia 


df 

dx 




dz dll 
dx dx ^ 


Substituons cette valeiir dans les equations suivantes, on 
oLtiendra im systeme 

dy 


dx 






dz du 
dx^ dx^ 


:o, 


equivalent au pi op os 

Si Tune des Equations ©| = o, ... ne contenait aucune 
d^riv6e, on ponrrait s’en servir, comnie il a (§l 6 expbqu6, 
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pour ^Lminer une variable et ramener I’etiide du systfespe 
propose a celle d’un systeme de m — i equations diffdren- 
tielles seulement 

Si, au contraire, I’^quation cp, = o contient une denvde — » 
on en d^duira 

dz . / du \ 

^ -y 

el Ton substiliiera ceLte valeur dans les equations siiivantes 
Continuant ainsi, on ariivera a mettre le systeme sous la 
foime 

dz du ___ , 

dx dx dx ^ 

j'l y dv p dy dz 

j f ne contenanl plus ne contenant ni ^ ni 

Porlanl maintenant dans chaque equation les valeiirs des 
derivees fournies par les equations suivantes, on obliendra 
un nouveau systeme d^equations, de la forme suivanle : 

~ = <l/{cc,y,z,u, ). 


Un systeme d’equations simullanees du premiei ordre, 
ainsi rdsolu par rapport aux derivees, est dit ramen6 ^ sa 
foime noimale 

On voit, par ce qiii precede, qiie I’^Uide d’un syslcmc 
quelconcjne d’6qualions dilFdrentielles simultanees pent 6Lrc 
iamen(5e A celle d’un systeme normal Le nombre des 6qiia- 
lions de cc systeme normal Equivalent au proposE servira de 
definition a Vordre de cc dernier 

En parti culiex', si I’on n’a qu’une Equation diffcrenlielle 


d'ffyv _ 

dx'“- 


dy 


d>n~iy 



Equations biff^rentiellbs ordinaires. 
elle sera ^qmvalente au sysL^me normal 


dy 




dy^ 


dym-i 

dx 




=/('».7.7'> ->7"' ‘)- 


Son ordre sera done e^al a m* 


4 D’un systeme de m Equations diff^renliollos cnlrc x 
et les m fonctions jKi pent dddmro, amsi qnc 

nons aliens le voir, une equation diircienlielle oii no figurcuL 
que X ety 

£n general, le nombx'e des Equations doninSes n’cs! pas 
suffisanfc pour Glimmer jz, Uj cL Icui'S d6iavecs* Mais, si 
nous prenons la derivee de chacune des equations donnecs, 
nous obtiendrons m e{[Ucitions nonvellcs, on jntiodiusanl an 
pins m — I inconnues de plus, a savoir unc dcrivoo nouvclle 
de chacune des fonctions u, En lepelanl colic opcia- 
tion, on arrivera cvideinmenl a se procuiei assez d’c(pialion‘5 
pour efiectuei reliminalion 

Gonsideions, par exemple, un systeme dc Irois dqaalioris 
F=:0, Fji=:0, Fg^O 

entre x^ y, z, u Supposons que Fordre do la plus baulc dd- 
rivee de chaque variable, dans chacune do cos Equations, soil 
donn^ par le Tableau suivant 




F 

F, 

F. 


y z u 
m n p 

nil /i, 

nil /ig pi 


Diffi6renLlons les trois equations respcctivcmciit A, A(, 
Aa fois. Nous obtiendrons ainsi un total dc A -1- A , -|- As 3 
Equations, entre lesquellcs on aura b. 6limincr s ct sos 13 pre- 
mieres ddnvees, u et ses C premieres d6riv(5es, B ddsiguanl 
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TROISifiME PAUTIE 


CIUPITRE I 


le plus grand des nombies A + zz, At H- /? j , A 2 -|- /Z 2 ? et G le 
plus giand des nombies A-f-/?, At+/?tj Ao-J-ps, soit en 
tout B -H G -1- 2 inconnues 

En these generale, relimination ne pourra se faire que si 
le nombre des equations siirpasse celui des inconnues. On 
devra done avoir 

A H— Aj -1— A 2 y B -H C 

el, comme on a 

B>A2-i-z22} G^Ag-h/Zg, 

on en deduit 

A5/iH'“/^2j Aj/Za-HPi 

On voit de meme que A^ est au moms ^gal an plus grand 
des deux nombres zz + pj, p, et A 2 au moms egal au 
plus grand des nombies /z +/?t, ;zt -f - p 

II est d’ailleurs aise de voir qu’en prenant A, At, A^ pie- 
cisement egaux aux limites mfeiieuies trouv^es ci~dessus, on 
auia juste le nonibie d’equations necessaires pour 1’ elimi- 
nation 

Soit en effet, pour fixer les idees, 

A=: /Zi + /?2 5^2-1-/^o 
B A H- Zl J Aj fli~ H- /Zg 

On en deduira 


d’ofi 


A -H 71 = /z /Zj-i-iZg'^Ai-h /Zi, 


B A -H Tl — Aj[ -}- , 


et, d’autre part, 

A -H /> == /> -f* /Zi 4 - />2 < ^2 “H 


On troiivera de mfime 


Ai AgH- /?2 ^ A 4- /?, 

suivant que K.\ sera 6gal kn-^ p 2 ou ^ ZZ 2 4-/>* 
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On aura done, dans tons les cas, 

G = A2-i-/> 2> -h 

et, pai suite, 

B -{- G h-i -h A 2 zir A -f- Ai + A 2 

En donnant aA, A^, A^ les valours ci-dessus, on am a done 
une Equation de plus qu’iln’est necessaire pour determiner 
u et leurs derivees an inoyen de y et de ses denvees Cos 
valeurs, substituees dans la dermere equation, donneront 
une equatioli finale ne contenant quejK> et ses derivees jus- 
qu’al’ordie D, D designant le plus giand des nombres A+ fn, 
A] H— , Ao ”4^ ^^^2 

Ge nombie D, qiii repiesente Foidre du systeme, scia 
evidemmenl egal au plus grand des nom)>ies m ni ■+■ 
m[ + /I + , qu’on obtient en associant ensemble tiois 

nombres du Tableau ( 2 ) appartenant k la fois a des horizon- 
tales el a des verticales differenles 

5 Ce lesultat, qu’on etendrait sans difficulte au cas d’un 
nombre quelconque d’equations, peut se tiouver en defaut 
si u et leurs deiivees figurenl dans les Equations piopo- 
s6es de telle sorte que B^limination puisse se fairc avant 
qu’on ait forme toutesles Equations auxiliaiies qiii paraissent 
au premier abord n^cessaires, d’apiAs le nombre des quan- 
titds a slimmer. 

On obtiendra, meme dans ce cas, une equation finale en 
de la forme 

mais Uy au lieu d’etre imm^diatement donnas en fonclion 
de y et de ses deriv6es, pourront 4tre determines pai de nou- 
velles Equations diff^rentielles, de la forme 

dl^u / dy d!^~^z u\ 
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Elimmant u enlrc ccs (Equations par la r<^p(5lilion dii mfiine 
piOG(5dc, on arnvera a faire ddpendrc I’^tude du bysL^mo pn- 
miLif dc cellc d’lin sysl(!5mc de la forme snivante : 


cP'Y 


f 


djui^ 



rjyii 
cid y 


A 


d'l-l y\ 

’ cL^J’ 

’dxMj’ 

dr-^ u\ 


6 Gonsid^rons, cn particulier, Ics fonctions dclerminiies 
par line Equation diff^rcnlielle 


F 



dr 

dx^ 


d^y\ 


alg^lorique par rapport a 


d^Y 


Toute soluuon d’une semblable Equation satisfait <5videm- 
incnL a ime miinite (^(^qualions analogues resultant dc la 
combi naison dc F ct dc ses dcrivdes 

Rcciproquement, soit jK fonction de x qni satisfassc a 
line sene d’cquations diffei'cnticlleS alg6briqacs 


F O, Fi o, 

Toiitcs ccb dq nations rdsulteiont dc la combinaison de Tune 
d’eulro dies avcc ses ddnvdcs 

Considerons, cn cffet, panni Loutcs les equations dc ce 
genre auxqucl Ics y satisfait, ccllcs donl i'oidre cst minimum, 
ct paimi cclles-ci cboisissons cellc oii la plus haute ddnvt^c 
cst clev('‘e a ]a puissance minimum. Soient a et p cet ordre et 
ce degr6, F = o rdquatioii correspondante, F| ■= o unc autre 
equation quelconque du syst6mc 

DcF^quationF^—o cl descs ddnvee*'^ on pourra ddduirc los 

valcurs dc * el des puissances de dc degrijp 

en fonction rationnclle de ^ * 


Equations biff^rentikues orbinaires. <) 


Substituant ces valeurs dans Fi, on oblicndra unc nouvolle 
equation <I> = o, qiu ne conliendia plus quo r, 




/d^y\V-'^ 

\dx^) 


dv 
dx' 

MaiSj d’apr^s notre hypolh6sc, / 


ne 


satisfait a aucune equation de cc gcmc. Done I’equaliou 
^ = 0 est une identitc 

Nous dnons que la fonction <^sl unc solution propro do 
Inequation F^o ct une solution impiopre des aulres equa- 
tions Fi = 0 , , et nous appellerons ordie de la Ibnetiou 

I’ordre de F^quation F ~ o 

^ cette definition j les fonctions alg(5biiqiies scroiit 

d ordre z6roj les fonctions d’ordre o soronl (ransoen- 
d antes 


Une Equation differentielle alg6brique Fr^ o csl dite in d- 
ductiblej SI elle n’admet que des solutions piopics 


i Soient des solutions des equations dideren- 

tielles alg^briques 


(3) 


F I X 
Fi 


dy 






( dz d^z\ 


cle degr4s [a, v, ,, par rapporl i . . . 

dx\^ 

Soient, d’autre part, Y, Z, d’aulrcs fonctions satisfai- 
sanl a des Equations analogues 

('5) 'I> = 0, <!>,=: 0, 


Supposons qu’il existe enlre ces diverses fonctions cl Icuis 
ddrivdes une relation algdbrujuc 


T = o. 

Si nous dhminons Y, Z, onlre cette Equation el les 
quations (4), nous oLtiendrons une dqualion diffdrcntielle 
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TiioisihiK PAunn. 


onAriTUR I. 


Gc=r o enlrc^}^, , qin re prison Una la concbuon neces- 
saii'c eL suffisaiUc pour <|nc ees foiictions, assoeuVs (\ dus 
soluLions G()nv(‘ual)lenienl elxoisies clos eqiiaLioiis (4), sails- 
fasscnl a riW^ualion o 

Si done r^qualion (} o n’csL ((u’line consequence dcs 
equalions (3) el de leurs cUnivees, louL syslimc d(‘ sululions 
dc (3), associ6 a uu systenie eonv(nial)]c de solutions de (4)) 
saLisfera encore k rcipialion W — o 

Cc cas sc prdscnUn'a inJeess.ureuKnU s’ll n’e\isle cnlre les 
boluUons jq XJ, , primiLivemenl doandes, aucunc relation 
algebnquc de la forme 

r/P^ \ 

(^) j-=o, 


d^y 

ou figurenl avec cics degriSs respeclivcincnl 

mfciieiirs a p, v, . » 

En effcl, au moycn des dqualions (3) cl de leurs d6rivdcs, 


on pent Glimmer dc G les diSrivees ^ 




el les puissances 


On oblicndis 


i ainsi 


dju^j ^ V/f-fcP/ ’ 
ime equation dc la forme (5), laquellc devia, pai' byjioth^se, 
se r(5dmre a unc idenlit(5. 


8* Gomme application des considdnations (jui preeddent, 
cherchons la forme la plus g6ndrale des relations algdliriques 
qiii peuvent cxisLcrenlre des inLegrales abilienncs jKi j 
delimes par les dqualious diirdrcnliellcs algcjbriques 



Soil 

(d) 

line semblablc relation. Nous pouvons 6videmmcnl admellre 
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qii’il n’existe auciine relation dc mfimo nature entre Ics lone- 
tions 5 ^m-i la variable mdependaiite. 

Liquation (6), resolue par rapport pourra s’<5crirc 

JK/rt — ? jKl? ffm-l)* 

D’apres le ih^oreme precedent, cette Equation siibsisterji 
si Ton y remplace jjKw-j par des solutions quclconqucs 
des equations F^, , pourvu qu’on rcmplace on 

meme temps y„i pai une solution convenablc dc requation 
F^. Mais il est clair que les solutions de chacuiic de cos 
equations s’obtiennent toutes en ajoutanta Tunc d’cllcs une 
cons tan te d’ailleurs arbitraire On aura done 


ym-\- = (p (^,/i -h Cl, 

Ci 'I ? etant des constantes arbitraires, ct Cj^ une autre 
constante, dependant de celles-la 

Prenant la derivee de cette Equation par rapport a la con- 
stante Ci , il viendra 


dc„i __ dcp(^, Y i-hCi, d(p(x‘, r, -4- . . ) 

doi dci Ofi ’ 

et, en posant c, = == = o, 




ki designant la valeur constante que prend dans cette Uypo- 
tliese la deriv^e 

uCi 

Cette derni^re equation doit se rdduire a nne idcntit(5, 
puisque nous supposons que ‘ xie sont lidcs 

pai aucune lelation algdbrique On aura dc mdnic identi- 
quement 


df 


=:k 


J2-.-k 


2j 



T2 
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etanl des constantes. On en d^duit 

? — Jm-l H-X, 

X etant une fonction algebrique de ^ La relation cheich^e 
sera done de la forme 




9 . Ces pr^limmaii es poses, il nous resLe a mdiquer les 
precedes par lesquels on peat iniegrer ime Equation diff^- 
rentielle (ou im systeme de semblables Equations), e’est- 
a-dire determiner ses solutions 

II est aise de voir, par des exemples, que ce probleme est 
Hide terming 

Gonsiderons, en effet, une Equation 


(7) 

entre la variable ind^pendante la fonction j et la constante 
arbUraiie c. On en deduit par differentiation 


(S) 


d? _7 . dep , 

ax ay :==:o 

ax oy 


Tirons Ja valeur de c de I’equation (7) pour la substitner 
dans (8), il viendra, en representant par des parentheses le 
lesultal de cette substitution. 


^9) 

Cette Equation differentielle admet pour solution la fonc- 
tion d^finie par Tequation (7), quelle que soit la con- 
stante c A cliaqiie valeur de cette constante r^pond une 
solution particuJa^re L’cnsemble de ces solutions se nomme 
la solution ginerale 

Pour reconnaitre s’ll existe d’autres solutions, en dehors 
de celles que nous venous de determiner, mtroduisons une 



jfiQUATIONS BIFFfiRENTIEtLES ORDINAIRES. x3 

variable auxiliaire c defime par I’equation (-j). Celte equation 
diff&endee donne 

ax Of oc ’ 

ou, en substituant pour c sa valeur tnee de (7), 

ou enfin, en tenant compte de I’equation (9), 

(|2)^c = o 

On pent satisfaire a cette equation de deux manieres 
i" En posant 

dc 0, d’ou c = const , 

la valeur correspondanle de f eiant donnee par requa- 
tion (7), on retombe amsi sur la solution generale, 

2*^ En posant 

Cette Equation determine la valeur de y en fonction de x 
L’lnconnue auxiliaire c sera ensuite d^termin^e par Feqiia- 
iton (7) 

La nouvelle solution ainsi obtenue se nomine la solution 
singuli^re de I’^quation differentielle 

En considerant x, y comme les coordonnees d’un point, 
cliaque solution particiiliere 

r, c) = o, 

oil c est suppose constant, rspresente une courbe 

La solution generale represente Fenseinble de ccs conrbes. 
Enfm la solution sjngiili^re, defime par F^quation 
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resultat de relimmaLion de c enlie les equations 

(lo) <f = o, 

represenlera I’cnvcloppe de ce sysLeme de combes, 

II aiTiveia paifois que Ics deux equations (lo) soient in- 
compatibles, auquel cas il n’y aura pas de solution smgu- 
li^re, oil quo la valenr de c en fonction dc dcduite de ces 
Equations, sc r 6 duise a une constante, dans ce cas, la solu- 
tion singuhere se confondra avec I’une des solutions particu- 
U^res con ten lies dans la solution gcii^rale 


10 . Les considerations precedentes peuvent aisement s’e- 
tendre a dcs systemes d’equations diffeicntielles simultanees 
Soienl, par exemple, 

(ll) cpi = 0, (p2=:zo 

deux equations entre la variable independante les deux 
fonctions jkm JK2 et deux constantes C2, on en deduira, en 
dilTerentiant et climinant C2, les deux equations difleren- 
tielles 



dont les equations (i i) repiesentent la solution generale 
Pour oblenir les autres solutions s’ll en existe, prenons 
pour inconnucs auxiliaiies les qiiantites Ci, C2 dcfinies par 
les equations (i 1) 

La differentiation dc ces equations donnera 
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Oil, en 61 immant Cj, C2 et tenant compte des equations (1^)7 



On pent salisfane a ces equations 
1° En posant 

ifCi—O, dc^:^ Oj 

eVo^ 

Ci=z const , C2-=: const , 

on retombe ainsi sur la solution gi^nerale , 
2° En posant 



auquel cas les equations (i 3 ) se leduisent a une seule d’entie 
elles, par exemple a 



Cela pose, des trois Equations 


fl=zO, «p2=:0, A — O 

onpouira d^duire les -valeurs de c^, Co, fonction de x 

et de Substiliiant ces valeurs et leurs difFerentielles dans 
rdquation (x 4 )j prendra la forme 

X.dx -hY dyi ■=■ o, 

ou X, Y sent des lonctions de x et de 

Toiite solution de cette Equation, combin 6 e avec la va- 
leur correspondante de jks tiree de A = o, donnera une solu- 
tion smguli^ie des equations diflerentielles (12^ 

3 ° Enfin, SI les equations 



6Laient satisfaites par un inline syst^me de valeurs deJK^, 721 
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elles fourniraient line nouvelle solution, mais le syslcme de 
ces equations esl generalemenl siirabondanL 


11 Le problenie de Fiiitegration des Equations diffcrcn- 
lielles (ou des systemes d’equations difFerentielles) peuL cLic 
envisage sous deux points de vue difFerents 

On pent se proposer d’obtenir une solution g^n(5ralc 
Celle~ci trouvee, les solutions singulieres s’en d^duiront 
immediatement si Ton a affaire a une seule equation, ou 
s’ll s’agit d’un syst^me d’equations diffcrenlielles, par Fmte- 
gration d\in nouveau systeme d’oidre moindre que le pro- 
pose On pouira ainsi former le tableau dc loutes les solu- 
tions possibles 

Mais, dans les applications du Calcul integral, la question 
de Fmtegration se presente autiemenl Les fonctions incon- 
nues sont assiyetties, non seulemenl a saLisfaire aux equa- 
tions differcntielles donnees, mais a d’autres conditions acccs- 
soires qui achevent de les pieciser, de tcllc sorle que le 
probleme ne presente plus rien d’mdetermme 

Considerons, par exemple, le mouvement d’lin point dans 
Fespace D’apres les pnncipes de la Mecamque, ce niouve- 
inent sera defim par les six equations sumntcs • 



ou m designe la masse du point, z ses coordonn^es \ 

Fepoque X, Y, Z les composantes de la force qui Ic sol- 
licile 

II est clair que la question ainsi posee est encore ludcler- 
inin^e Mais on pourra achever de la pr^ciser en se donnant, 
par excmple, la position du point, el les composantes de sa 
Vitesse a Finstant initial 4 Le probleme dovicndra, en gene- 
ral, determine, ct pouria se formulei amsi 

Ti Oliver SIX fonctions x, z, y, z' de la vai table 
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qui satis fassent aux equations chffeventielles (i 5 ), ot qui 
prennent des valeurs donnees Xq^ J'oj ^01 ^0 

t to 

La question ainsi posce sera facile a riSsondrc si I’ou pent 
(Jeteiminer la solution gen^rale clii syslemc (i 5 ) Celle soUh 
tion seia, en elfet, donnec pai' im sysLeme dc si\ (iqualioiiH 

?1 = 0, , cpo”-0 

entre JK? -s, jkS ^ et six constantes arbilraircs . , 
Uq En expnmanl que ces six Equations sont sahslailcs lors- 
qu’on y pose i = ^0? ^ = ^0, , d =: on obliendia six 

equations de condition pour determiner Ics valeurs dc , 

ciq conespondantes a la solution parti culiiie quo Ton chcrchc, 
Mais ce n’est que dans des cas tres spdciaux qidon sail 
obtemr la solution generalc d’un systomc d’cquaUonb ddle- 
lentielles On se tiouveia done rdduit le plus soiivcnl a elu*' 
dier la solution particuhere qui satisfait au probl^smo ddtcT- 
mine que Ton a en vue II existe pour traitci cctte nouvcllc 
question des precedes d’ approximation numcrique quo nous 
exposerons plus tard, et qui seraienl inapplicables au pro- 
bleme plus ^tendu, mais plus vague, de la recberclic de Ja 
solution generale 


IL — Equations du premier ordre. 

12 Gonsiderons une Equation dilTerentielle du premier 
ordre ramen^e a la forme norm ale 

dx 

ou 

( I ) dy — a dx^o 

Au lieu de cette equation, on pent considi^rer, avee Euler, 
J — CourSi nj. a 


[8 

la suivante 
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( 2 ) \xdy — ixXdx 

oil [A est line foncUon de y choisie a volontd . 

L’l^qualion ( 2 ) esl, cn effel, ^quivalente a (i), tant qiie p 
n’esL ni mil m infini La senle difference est qu’elle poima 
admettre la solution nouvelle |ji = o, ou perdre la solution 

I 

Supposons le facteur [jl choisi de mamere que le premiei" 
niembre de I’equation ( 2 ) soil line differenticlle exacte On 
pourra determiner, par de simples quadiatures (t II, n® 161 ), 
line fonction o, telle que Ton ait 

d(i^^}xdy — {jlX dx 

Lors m^me que ces quadratures ne pourraient s’effectner 
exactemeni, il sera toiijours possible de determiner, avec telle 
approximation que Ton voudra, la valeur de pour chaqiie 
sy Sterne de valeiiis de 

Cela pose, Fequation ( 2 ) se rediiit a 

m o 

et donne immediatement 


cp const 

Le probleme de I’mtegration sera done lesolu d^s qu’on 
aura determine, soit la fonction (p, soit le multiplicateur p, 
d’od cp pent se dediiire par quadrature. 


13 L’equation 

d(!^-=:)xdy — pX dx 

se decompose dans les deux suivantes : 

dtp dtp V 

dx" 

Ij^liminant p<, on obtiendra Tequation aux denvees par- 



tielles 

(3) 


EQUATIONS DIFFfillENTIELLlGS ORDINAIIIES. 







0 


L’lntegration de celte 6qualion aiix d6riv(5es parLicllcs cl 
celle de r<^quation (i) sent deux probl^mes cntiercmcnl equi- 
valents. 

En efFet, soit^fiine solution (oa integrale) quclconquc dr 
r^quation (3) On aura 

^ ^ dy= {dy -Xdx) 

L’^quation 

dy dx zzi 0 

sera done ^quivalentc a df = o el admcltra la solulion g<‘^- 
n^rale 

CD = const 


R^ciproquemcnt, supposons que, par iin proc6c](5 qurl- 
conque, on ait obtenuune solution g6n6rale dr F^qualion (i), 
telle que 

/(^>7)C) = o> 

c ^Untune coastante arbiiraire. Cette Equation, r^solue par 
rapport c, prendia la fornae 

Differentiant, il viendra 


dtpi 


dx 


dtpi 

dy 


dy — o 


Cette (Equation devant 6tre ^qumlente k I’dquation primi- 
tive (i), les coefficients de dx et de dy doivent ^tre propoi’- 
tionnels, d’od la relation 


(4) 



dfi 

^7 


o 


Done est une integrale de I’^quation (3). 
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CeLle iRU'grale line fois conniic, on pourra en d^duire 
tonics les auLics. Soil, cn eflet, cp ime autre mt^grale quel- 
conquc, dcs deux dqualions (3) cl (4) on dcduit 


(h 

(77 Of 

(}cpt dpi 

df 


o, 


(‘([nation qui cxprime quc cp cst une fonction, d’ailleurs arbi- 
Uaire, de cp^ 


1 i. Quant an multiplicatcur p., d doit satisfaire k la condi- 
tion d’lntdgialidite 


( 5 ) 


diA d(AX 


el iTinproqueraent, toute solution de cette (Equation donneia 
nil nmlliphcalcur 

Gonnaissant un inuhiplicateur p et rintegrale cp corres- 
))ondantc, on cn deduira aisemcnt tons les autres Soil, en 
cffct, p.v un autre multiplicateur, on aura 


d(Av ^ d(AvX 
()l dy 


dv 


d) 

dv 


^ d/ 


Done V sera une intdgralc dc Tc^quation (3), el Ton aura 
V F(f ), F dcjbignanl unc fonction arbitraire 


If). 

ti^'Uc 


Si, dans Ic premier membre dc requation dift'dren- 
dy — * Xcte = 0 , 


nous rompkQons r cly par x + e?,,y + eio, e d^signant un 
paramistre infiniinent petit cl o dcsionctions de 5? et dejK? 



Equations diffj£uentielles oiidinaiues. 
nous otuendions Tequation trausformec 


~(x + 4g + so^4- + 


0U5 en developpant et n%lig€ant le cari6 de e. 



Si cette Equation transformee repioduiL a un facteur pris 
r^quation primitive, nous dirons qiie cette derni6ie admcL la 
transformation infiml^simale /) 

Cette condition est exprimee par la relation 


dx ^ dx 




d.r Xdy O/J 


O 


Posons 




cette Equation se reduira a 

_ ^ ^ dz ^ 

^ ’ dy dx dy 



'¥ 


Cette relation montre que, lorsque ^ n’est pas nul, son in- 


verse 


est un multiplicateur. 


On voit done que la recherche des multiplicateurs et celle 
des transformations mfinitesimales de F^quation diOhrcn- 
tielle en elle-m6me ne constituent au fond qu’un seul et 
mfime prohleme 


16 . Les (Equations difif^rentielles que les prmcipes pr^c6- 
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tlinils porniolleiil (rmtcgrei si‘ raincucut pour lu pluparl aux 
Irois lyp(‘s (oiidunK'nlaux suivaiUs : 
i" Les ctjualions ( 1 (‘ la fouiu' 

c(y -- XY cU ^ o, 

ofi X ost uric loucUou do a? cl Y uuo foncliou dc Clc*s 
otpialioiis admcUeallo uuilUpliealcur carlch deux leruu^s 
do I’exprcssiott 

-y --Xdx, 

no con tenant cliacun qu’iinc sctile variable, sent dca chnerou- 
tidies oxacloh. 


17. ‘ 2 ^ Lcs (5(jiialioas homoffdnes 


4 — cp 


9 


dx ; 


L(‘nr premier membre bc rcprodiiibant c\ im facleur pr6s 
<luaiHl on y rcm|)lace y par (i -4- e)^, (1 + e)fj dies ad- 

mcUronl oomuu' juulLiphcatcar la quantile — — 


f- 


,r 


On p(‘iit Ic vdriOor aisdmenl par nn ebaogement de va- 
riable. PosouSj cn diet, 

y ^ ax, d’ou df r-i a dx xdii , 


I’djuation dcvicndra 

a dx -h X da -- {a) da - 0 ^ 
el, bi noub la divisons par Ic facleur 





X 1 a 


-!p(? 0 ], 


dx da 

X ^ ^4— <p(^/) 


il viendra 



EQUATIONS BIFF^IRENTIELLES ORBINAIRES. 20 

equation dont le premier membie esi line diff^renLielle 
exacte, les vaiiables 6tant s^parees 

SoienL U(s line valeiir parti cnliei e de la variable aimbaire u , 
^0 la valeur correspondante de laquelle pourra ^Lrc cboisie 
arbitrairement Liquation pr6cedente, inLegree de k 
donnera 



On aura done exprim^ ^ et jk = uos en fonction dc la va- 
riable auxiliaire u et de la constante arbilraire X(s 


18. 3^" Les equations lineaues, de la forme 


dy 

dx 


=zPy-)rQ, 


P et Q d^signant des fonctions de x seul 
L’eqiiaUon ne change pas si Fon y remplace par j'- + e/)? 
y\ ctant une fonction de x d^finie par Fequation 


( 6 ) 


dy] 

dx 


=p/). 


Elle admet done le multiplxcateur On a effecUvemenl 

7 ) ^ ^ 

Integrant, il viendra 


d’oh 



La fonction anxiliaire t] qui figure dans cette formule est 
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line solution choisie a volonic de I’^quation (G), qui ne dif- 
ferc de la pioposce quo par la suppression du dci’nier tenne 
Cette equation s’mtegre immedialement en st^paranl les va- 
riables Ilviendia 


- 8 ,=./ 


P dx H- loffCi 


f Prlv 

designant une constante arbitraire 


19 Un grand nombre d'equatjons diffi^renLielles pement 
sc ramener aux types precedents par des changements de 
variables 

Gonsiderons d’abord Pequation 

dy / ax-y-dr-hc\ 

dx '^\a' X -y- y y -i- dj 

Si aV — bo! n’est pas nul^ posons 

« ^ -H -h c — a! X y y -f- c' = r, , 

d’ou 

a dx -V' b dy = a' dx -4- y dy — dr\^ 
dx A -h B dr\^ dy zz A' H- B' di] 

L’eqnation Lransformee 

K’d^^W dr, _ /$\ 
kd^^hdr, 

sera mamfeslement liomogene 
Soit, au conlraire, 

aZ>'— by ^ Of 

d’ou 

a’x H- yy -h c'=z7n{ax ~h Z?/ -h c) -+* n. 
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Le second membre de F^quation piopos6G sci^a dc la forme 

(^(acc -f- -h c) 

Prenons ax by c ^ \ pour varjablc nouvellc, a la 
place de x par exemple On aura 

a dx -Y h dy '=1 

n= i [d^ — b dy)^ 

el r^quation Lransformee deviendra 

dk-bTy 

ou 

Cl ~1~- Z»> cp ^ ^ ) 

Les variables sont separees On obticndra done / cn fonc- 
Lion de I par une quadratme, cl requalion 

ax H- by h- c ^ 

donnera la valeur correspondanle de x 


20. L’ Equation de Bernoulli 


OU P et Q sont des fonctions de x, peiu s’ecrire 


I 


1 — m 


dx 




et se changera imm^diatement en une ('’qiialion lindairc, si 
I’on prendjK^*””^ pour variable ^ la place de/. 


21. L’6quation 

^=:P + Q7 + R7= 

peul 6tre int^gr^e compUtement des qu’oa en connalt une 



'>6 


TROISlin>IE PAIirifi. — CEUPITUE 1 


solution parliculicrc Soil, en eJTet, celte solution po- 
sons 

rtVjuaUon iransfoi'mde sera 

"Jy ^ ^ '^) R(7i 4- 2/i4; -4- 

<3l, comme Ton a pai' liypotk^se 

^ = P + Q 7 . + R 7 ?, 

olle se reduil a 

C/csL unc (SquaLion de Bernoulli. 

22. L’equalion 

X Y df -h Z (a:! dy — y dx) r=: o, 

ou X, Y, Z sont des fonctions liomog^ncs dont les deux pre- 
imiros soul du menae degi^, se ramene ^galemeiit a 1’ Equa- 
tion dc Bernoulli, cn posant 

y = ux^ dy a dx 4- x du 

On a, oil effcL, 

X = a''* Cp(z^), Y Zz=:^" 7(;0 

SubsUluanL, el divisanl par d viendia 

tp ( ^0 dx ~h ) {00 du udx) y^[u) dLf=LQ 

ou 

dfy_ X(^-) _ mH-2 

du ^{u)-\-u^{u) cp(a) 4 - 4 '(“) 

23. ConsidErons encore I’equalion 

eCc^? dy -h P/ dx H- x^^y^^{ax dy 4- hy dx) =:= 0 


On a 


{(^.xdy H- p/ dx) = d{x?y^)* 
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L’expression generale des mxilttpbcateurs qui rendent inte- 
giable axdy^ ^ydx sera done 

On voit de meme que Texpression g&erale des mnltipllca- 
leiirs de dy + by dx) sera 

i — n y ay 

11 r^sulte de la que xV-y"^ I'endra separ6ment integrable 
chacime des deux moiti^s du premier membre de P^qaation 
propos^e, et, par suite, sera un facteur integrant, si I’on a 

\ Z=zci — i-l-a^“a — I — 71 4-ar), 

— i4-p^z=Z? — I — 

Ces Equations simultan^es determineiont aisemcnt t), 
p, SI le determinant ab — (3a n’est pas nul. 

Si ce determinant etait nul, on aurait 

a-=zkcx,, b = k^, 
et P^quation se r^duisant a 

(i -H {ccx d^ -h dx') =: o 

seraiL int(5grable sans difficult^. 

24 Consid^rons enfin, avec M Darboux, les equations 
dilT^rentielles de la forme 

A X 4- B Y G ( Y d: X X Y ) = o , 

on A, B, C d^signent des fonctions rationnelles de X et 
de Y 

Ces Equations prendront une forme plus symetrique si Ton 
remplace, comme dans la throne des courbes algebriques, les 
variables X, Y par des coordonn6es bomog^nes, enposant 

oca; -4 - Pj ’ oca; -f* py -h y-s 
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On en deduiia sans peme pour dX, dY^ Y dX. — X dY des 
expressions de la forme 

a(y dz — ^df) -h b(zdx — /x; dz ) -h c(a) dy — y d^) 

{a,x P/ + ^z)- 

Ces valeuis, substitutes dans rtquaLion proposecj donne- 
lontune Iransfoi'mee de la forme 

(7) ^{y dz — z dy) ~^M{z djo — X dz) dy — y dx) rz o, 

L, M, N elant des fonctions liomogenes en x^ y^ z^ et d’lin 
meme degie, que nous designerons par m 
Cette equation pent encore s’tcnre amsi 


(8) 

V dx -^-Q^dy -y-Kdz — 

en peJsant 


d’oii 

R zrzLj — yix, 

(9) 

P X — H Qy R^ 0 


2d Poui chaque point x^ y, z du plan, la direction de la 
langente a la coui'be qui reprtsente gtometiiqucment Tmte- 
grale sera donnee sans ambiguite pai I’equation ( 8 ) H y a 
toutefois exception pour les points ou Ton a simuliantmeni 

P™o, Q==o, R==.o, 

‘ pour lesqucls rtquation ( 8 ), ttant identiquement satisfaitc, 
n’etablit plus aucune relation enlre dx^ dy, dz. 

Ces points singuliej's sont tvidemment les seuls par les- 
quels puissent passer plusieurs brandies de courbes dis~ 
tinctes satisfaxsant a Ttquation diffeientielle On pent done 
affirmer que tout point multiple d’une courbe in it grale ou 
tout point d’mtersection de deux courbes inttgrales est nt~ 
cessairement un point smgulier 

Chercbons le nombre ^ de ces points singulierSt Nous re- 
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marquerons, a cet effel, que les points communs a P = o, 
Q== 0, en nonibre {m satisfont en vertii de (9) a la 

relation = 0. On aura done 

(;n +1)2 — S H- 7 ), 

7) etanl le nombre des points commims a P = o, Q =r= o, 
r — 0 

D’autie part, les m -4- i points communs k P = o, ^ = o 
satisfont a la relation = o D’ailleurs, iin seul d’entie 
eiix, savoir ;3 = o, jk= 0, satisfait a jk = o. Les m autres 
donneiont 

Qmo, 

done 

Y) m et S “ /n® H- m -H I * 


26 . Cherchonsmaintenant la condition poor qu’une courbe 
algebriqiie 

— o 

soit Line int^grale de rdquation differentielle On trouvera, en 
diflerentiant P^qucition ci-dessus, 

da: ay . oz 


On a d’autre part, pojjr tout point de la combe, 


X ^ 
00} 


K 

dy 


df 


p designant le degrd de la courbe /== o 

Des deux Equations pr^c^^lentes on d^duit celle-ci 

^ ^ ^ 

da? ^ dy dz 

y zdy zdoo — x dz x dy — y dx^ 

dont la combinaison avec Equation differentielle (7) don- 
nera 




, dz 
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mieic 


le soite En effet, ^5 ^ ne pouvani s’annaler simul- 

taneiuent, F^quation (10) donneia, d’apres iin lh( 5 ort 5 mc 
d’Alg^bie connu ( Dakboux , Bulletin des Sciences niatJie- 
matiquesy 2® S(5rie, t TI), 


et, par siiile, 
P = 


U 


L — 
M — 
N - 

df 


- V 
df 


Kx 
P 

P 

— =y ^ 

p dx 


dz’ 


=u 

az ox 


u ^ 

d/ 


dz 


W 


dx 


—pV/ — (Ua; 4- V/ -i-W 


it 

dx 

dx' 




/ 


Q = pV/ 


CU^+Vj + W.:)^, 

R zzzpWf— {Vx+Yy + Wz) 


U, V, W etant des polyndmes de degre dvidemment 6gal 
a m — H- I 

Ces Equations montrent immddiatement que les points sin- 
guliers cherclids sontles inteiseclions de la oourbe /= 0 avec 
la courbe de degrd m — p -h ^ 

H- V/ + W -3 = 0 

Leur n ombre sera done 


p{m Jr2). 


28. Cela pos6, nous aliens dtablir que, si Ton connait un 
nombre suflisant dbntdgrales particuhdres algdbriques, on 
pourra en ddduiie Finldgrale gdneiale de I’^quation pro- 
posee. 

Soient /=o, = o, . . ces intdgrales particulidres ; /?, 
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/?!, ... Jems degres respectifs En posanl, pour abr^ger, 


L 


_d_ 

do? 


•M 


^7 


■N 


ds 


A, 


on aura (26) 

A/=K/, Ayi = K,/), 

La foncUon <j) = . satisfera a unc equation ana- 

logue, on a, en eflel, 


Acp = « 1 A/-1- a, ^ A/iH- 

Si les constantes a, ai, . 
telle sorte qu’on ait 

( 1 1 ) ctK — ot| IC.j ~4" ■ — ' 

et 


=: (aK-|-aiKi~h )tp. 

peiivent etre d6lcrmmucs de 

(dh ^ 

\dx~^ dy ^ dz j 


(I2) 


C'/? -h — 2, 


[’expression f sera iin multiplicateur qui rend diffdrentielle 
exactc le premier inembre de I’^qualion diff^renticlle 

En effet, il faut et il suflit pour cela qu’on ait les Irois 
equations de condition 


df(M^^Ny) _ 


dy 


dx 


D^veloppant etremarquant qii’en veiLn dd I’equation ( 12 ) 
cp est line function liomogeiie de degre — ni — 2 , d'ou 


dx 


dcp d'f 




ces trois equations se r^diiiront a Tequation unique 







que nous supposons satislaite 

Les deux membres de I’l^quation (i i) elant dcs polynOincs 
homog^nes de degrd m — i, leur idenLificaUon donnera 
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3:i 

; equations de condition dislinclcs, uneaircs cn 

c/j, Le nombre total dcs conditions a rcinplu sera done 

m(mH-i) , , , rp . . 1 1. hi) 

h I , et il siuiira, en gcneial, d avoir — ^ — * -h i 

mlegrales paiticulieres pom obtenir on miiltiplieaLcnir el en 
dediinepai quadiature rmt^grale genciale 


29 Ce lesultat serait en defaut si le detcrininanl des equa”- 
lions de condition etaiL nnl, mais, dans ce cas, on poimail 
deteirainei les quantites a, de telle sorte qu’oa eill 

( aK-haiKiH- “ o, 

I ap -h aj^j -h O 


Or il estaise de voir que, si ces conditions sonl salislailcs, 
cpi=: const seia Tintegiaie generale do I’^quation proposdo 
En effet, o etant homogene et do degre zeio, on aura 


D’autie part, 
d'ou 


dtp dtp 

da? d/ d^ 


o=A=p=L^+M^H-N^, 

OO’ df dz ’ 


^ ^ 

^ 

M^ — Nj ^x — hz~hy—M.x 

De ces lelations combindes avec IMquaUon djfftrcnlicllc 
on deduit 




J’ou 


dx ‘ dy ' dz 
CD ~ const 


Les equations (.3) equmlant a 

lineaires etliomog6nes en a, </,, . pourront Loujours fitre 

satisfaites si le nombre de ces quantites est an moms iSgal 
J ~ Cours, III 
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m{n7 


■0 


2 . Mais, dans la plupart des cas, les equations 


clc condition ne scronl pas distinctes, ce qui rediiira le 
nombre des solutions algebriques necessaires pour bapplica- 
tion de la metliode 

En effet, pour que le polynome aK -h (y, Kj -f- soit 

m{m -h i) 


identiquement mil, il suffit qn’il s’annule pour 


points Xy , 


car on obtiendia ainsi 


m{m “h- 1) 


dquations Iin^aires et homogenes entre ses coef- 


ricieiils Ceux-ci seiont done nuls, a moms que le determi- 
nant clc ces equations ne soil mil (ce qui aurait lieu dans le 
cas ou les points consider6s seraient lels que toute courbe 
d’ordre m — i qui passe par quelques-uns d’entre eux. passe 
ndccssairemenl par les autres) 

CcU pose, sou JK, o un point smgulier qiu n’appartienne 
k aucunc des courbes /, /^ , On aura, pour ce point, 


Kz=:lp, 


d’oil 

aK-ha^Ki-h “ X (a^ H- ) 

L’^qualion de condition aK -4- aiKj -f- = o, relative 

point, fera done double emploi avec Pequation 


a Cl 


ap Pi ■ 4 "' — ^ 

Si done il existe q points smguliers qui n’appartiennent 
aucunc dos courbes /, /,, (et qui ne soient pas tels qu 
loiitc coui'bc d’ordre m — i, qui passe par quelques-un 
d’cnlrc cux, passe n^cessairement par les autres), on pourr 
los piendre dans la s6i’ie des points Jmi -i i 

oour lesqiicls on doit expnmer que aR + (/,K,+ s’an 
nule, cl Ic nombre des (Equations de condition distinctes s 

r(5duira A ^ Il suffira, pour y satisfaire, d’a 

voa- + 2 — ? int^grales particuliAres algebriqiie' 
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30. Siipposons, par CKemple, que Ton connaisse [x mt6- 
grales alg<^briques /= o,/, = o, sans points multiples, 
ne se touchant muLuellement nulle part, et telles que la 
somme H- + de leurs degres soil egale a /?? -f* 2 
Nous pourrons consLruire Tmtegrale g^xi^rale. II suffil en 
effet. pour cela, qu’on ait 




/?2 ( -h I ) 
2 


+ 2 — 7 


Pour yerifier que cette equation est satisfaite, nous remar- 
querons que cliacune des courbes donn^es, telle que/, passe 
par /?(mq- 2 — p) points singuliers, qui sont precisemen. 
ses points d’lntersection avec les autres couibes dii systeme. 
Ghacun de ces points se trouvant sur deux de ces courbes, 
leur nombre total r sera 


p{m 2 —p) {in -i- 2 )^ 




Le nombre q des points singuliers qui ne sont sur aucune 
de ces courbes sera done 

{m 2 )- 


m- -H /?i -H I — 




Substituant dans I’^quation de condition pr^cedente, elle 
devient 

p. -i- j S ^ /?i -f“ 3 

Le cas le plus d^favorable pour I’existence de Pm^galit^ ci- 
dessus est celui ou tons les nombres p sont 6gaux a rimite. 
En eDFet, si nous remplagons im de ces nombres p par deux 
autres p' et tels que Ton ait p^ p^^ — p^ p. sera accru 
d’une unit^, et sera dimmu6 de ~{p^ — p'^ — p^'^) = p^ p\ 
quantity au moms ^gale a i 

Or, SI tons les p sont ^gaux a runite, on aura 

4- 2, 

et les deux rnembres de Tequation sont egaux 
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31 Considerons, coinme application, I’^qualion cle Jacobi 

{ax-^hy-^cz) [y dz ^ z dy) 

-H X y d z) {z dx — x dz) 

+ {a!^ X + b” y ~h d z) {x dy — y dx) — o 

Cette equation admct Lrois droites com me solutions parti- 
culieies En effet, la condition pour que la droite 

f~ UX -\r vy ivz=.0 

sou line solution sera, d’apr^s la throne prec6dente, 

{ax -y by ^ c z) ii {a' X dy-\~ dz){^ -h {d' x -h dy 4- d 
zi:z k{ux -h P/ 4- 

k etant une constante 

Cette equation donne les tiois suivantes 

1 au-\- d 9 -y d w ^ ku^ 
bu 4- 6' p 4- d IP 1 = /cp, 
cw 4- c' p 4- c" IP = /op, 


d’ou Ton dediut poui k Feqiiation du troisi^me degre 


a-^ k a' d 

b d~k d 

c d d' — k 


0 


Soient k\^ /co, k^ ses trois racines A chacune d’elles k^ 
correspond line droite /p, pourlaqiielle les lapports des coef- 
ficients Uy p, IP seront determines en fonction de k^ paries 
equations (i4) 

Cela pose, Fintegrale geneiale seia 

const , 

a,, cfi, 0^3 etant d6tcrmin6s pai les lelations 

^iki-y a^k^-y- a3/i3=: 0, 

4 “ *"4 ^ 3^3 0 , 
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aiix:quelles on saLisfera en posant 

ctj izr /xg A'g, ag A'g /c^j flCg ZZ /c^ A'g 

32 Les equations diDferentielles 

ou la dtov^e y' se trouve a un degre supeneur au premier^ 
CKigent, pour etre traitees par les methodes qui precedent, 
la resolution pr^alable de I’equation par rapport a y, ce qui 
peut presenter de graves difficultes Mais on pourra, dans 
certains cas, se dispenser de cette operation par Fintroduc- 
tion de variables auxibaires 

33 7’ Considerons d’abord les equations qui ne contieii- 
nent qiie la d^iivee j' et nne seule des variables y 

Ces equations sont des deux formes suivantes 

/(^)/)~o ou /(jK,/) — o, 

suivant qu’elles contiennent la variable mdependante x ou la 
fonction inconnue y Mais ces deux types d’equations se ra- 
menent imm^diatemenl Fun a Fautre en prenant la fonction 
pour variable indt§pendanlej et reciproquement 

Nous nous boinerons done a considerer les Equations dc 
!a forme 

(i5) f{y,y) — o 

Si Fon salt exprimer eiy au moyen d’une variable aiixi- 
liaiie u par deux Equations 

dont le syst^me soit equivalent al’dquation unique (i5), Fm^ 
t^gration sera ranien^e aux quadratures On am a, en elfet, 
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^8 


d’oi'i 

X =z: / ■ , y dll H- const 

Jo 

avcc 

J=rcp(M) 


Ce cas se pr^sentera en particulier si F^qualioii (i 5 ) re- 
])rescntc line courbe de genre o ou i, lorsque I’on y consi- 
d<bre 7 '^,j/'commelescoordonn 6 esd’unpoml Les fonclionscp 
et soul alors rationnelles ou elliptiques, de telle sorte que 
les integrations pourront se faire 

Consid 6 rons, par exemple. Tequation 


- 4 - 7 /- “ 0 


Posonsj^'-= uy' j substituant et suppritnant le facteiir ^ 
vicndra 


— y—u 



da rr: 3 log 


U — T 
U H- I 


-hc 


34 . 2 *^ 11 existe une classe assez etendue d’equations diffc 
renlielles qu’on pent mtegrer a Faide d’lme dilFerentiatioi 
prcalable 

Gonsiderons, en cfFet, Tequation 
On en deduira, par la diffeientiation, 

dy'= o 

Prcnons pour variable auxibaire, nous ainons la nouvell 
equation 

dy — dx "" o 

qni, combinee a la precedente, donnera un systeme de deu 
equations simultanees pour determiner y. 


EQUATIONS DlFFfiRENlIELIES ORDINAIRES Sg 

Siipposons qu’on soit parvenu a deLermmer des mulupli- 
cateuis M, N, tels que Ton ait 

M df dec) Jtp, 

^Lant line difierentielle exacte 

Les ^uatioiis /= o, dy — dx = o seront, en general, 
equxvalentes au\ deux smvantes * 

f—O, d'fzzzo 
oil 

/= 0 , 

On n’aiira plus qu’a elimmer entre ces deux dernieres 
equations pour avoir la relation qui lie et la constante 
arbitraire c , 

Les deux systemes d’eqiiations cesseraient toutefois d’etre 
Equivalents pour les valeuis de x^y^y^ qui rendiaient N nul 
oil infini, oil M infini De la peuvent naitre des solutions sm- 
gulieies 

33 Consideions, par exemple, I’equation 

lineaire en x Gly 

On en dEduit, pai dilFErentration, 

(i6) y dxz=:f{y)dx -y[xf{y)-\-o^{y')]dy 

Cette equation etant linEaiie en x et on peut en dEter- 

ininer im multiplicaleur, et son intEgration donneia x en 
fonction de la variable auxiliaire Cette valeur, substituEe 
dans rEquation primitive, donnera la valeur dey 

Un cas paUiculier digne de remarque est celui de I’Equa- 
lion dc Clairaut, 

y = ^/+(p(/) 

L’equation auxiliaire (i6) se reduit dans ce cas k 

[^-4- cp'(y)] dy=:o 
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4c> 

lin cgalanl a zeio le facLem dy ^ on aura 

/--c 

cl, on subblUiianL celLe valeur dans I’equation primitive, 

J ca? H- cp(c) 

La solution geneiale repiesente done iin syst^me de droites 
On aura unc solution singuliere en posant 

X + ^ 

(l{‘ttc equation, associce a I’equation primitive, icprescntc 
evidcmmcnt Tcnveloppe des droitcs fouimes par Tint^gralc 
generale 


36 inequation diffeientielle 
(17) ji yy'^ 4- {x - — — A -h B) j' — xy o 

peut sc ramcnei a Fequation de Clairaut, en posant 


d\)u 

2x dx =r dll, iy dy ^ d ^ , 

ydy _ 

% dx da ’ 

y'zzz — V 

y 

Y 

Substituanl dans la propos^e et multipliant par — ? il viei 
successivement 


^.272^ ( y2_ A -h r2:;:3:0, 

« — C — A H- B ) C' — C = O, 


A 

-j— y 


L’uit^grale g^n^rale sera 

B — A 


Vz:=.CU-^ 


C 
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4l 


OU i 

, , B — A 

y-z= ccc^-\ c 

Pos6ns inamlenant 

B-y-1 
A 4-}/ 

\ <5tant line nouvelle consLante L’equation prec6dente de- 
viendra 

^ 

m btt 

et lepresentera tin sysleaie de coniqiies liomofocales, ce qm 
Concorde avec iin resultat trouvc daas le Calcul difjeien- 
tiel ( t I, n® 167 ) 


37 Supposons qu’en integrant par diveis precedes Line 
meme equation different! elle 

dy 

dx 

on ait obtenu deux solutions generales, de la forme 

cp :=ii const j 
cpj. “ const 

On aura, comme nous I’avons yu (13), tine i elation de la 
forme 

— P(?) 

On pent deduirc de cette remaique une demonstiation 
nouvelle dcs proprietes fondamentales de plusieurs fonctions 
transcendantes 


38. Gonsideions, en effet, I’equation diffeientielle 


dx 

X 


dy 

y 


L’lnt^gration directe donnera 


loga? 4- logy = const 



et donne 
On aura done 
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D’autre part, Tequation pent s’ecrire 

o^y dx X dy cl xy 

xy =: const, 
log^ -I- log/ tp ( xy). 

Pour determiner la forme de la fonction (p, posons 
d viendia 

log^ = (^) 

On auia done, en general, 

log. 2 ? 4- log/ == logxy 

39 Considerons en second lieu Tequation 


dx 


y/7 — X 

L’lnt^gration directe donne 


dy 

= H 7""" — 0 

2 j2 


aic sin H- aic sin/ zz: const 

D’autie part, chassons les denommateurs et mlegions, il 
viendra 


J' cfa? 1/1 — 7^ + 


1 — x:^z=: const 


dx 




: const 


ct, en integrant par paities, 
xJi — y^-+-ys/i — x^-\- I xy I — ^ ^ 

L’lnt^grale qui reste ayant lous ses Elements nnls, en vertu 
dePequation difl^ientielle, on aura simplcmcnt 


^ — ^2^ const 

cL, par suite,' 

arc sin^ 4- arc sm/ =: (^{x \/ 1 — y^ y ^ i — x^) 



Posons 
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7 = 0, 


cette equation se rMuira a 

arc bin^i? = f (‘^)* 

Done la fonction cp esL un arc binus, et Ton obtiendra la for- 
mule fondamentale 

arc sin^ H- arc siny = arc sm(a? \/ 1 — 


40. Gonsid^rons enfin Tequation diff^rentiell© 

dx dy 

OU 

A(^) = ^(1 — x^) (I — 

L’lntegration diiecte donne 

F(a7) -h F( 7 ) = const , 


F designant I’lntegrale elliptique de premiere espece. 

Mais d’autie part, cette equation ^tant un cas particulier 
de Tequation d’Euler, admet une mtegrale g^nerale alge- 
brique (l II, n°® 498-SOl) Voici un nouveau procMe pour 
Tobtenir, indiqu^ par M. Darboux 
Posons 


dx 

A(^ 


dr 

^(J) 


= dtj 


t 6tant Line variable auxihaire. On en deduira successivement 


\Tt) 
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Cl, cm cIciivanL par lapporl a 

cr-jc 


: 2 — (l 4- A^)^, 

:oA^j3^ (HhA^)j, 


puis 


r 


'■m 


dd 
d^ y 
cTt^ 

^ — 2 xy ( -r ^ — y^)j 

'dy\^ 


d-T d"- y 
dx\- 


dt 


dt ) 


(i — 

2 k'^xy 
I — k’^x'^y- ’ 


^ d-y 

IF ~^'diF 


dy 


dr 


^ dt ^ dt 


( dx dy 
i — k^x^j 2 


el, en lel^granl, 


log^.r 


dr 


dy\ 


dt ^^)=log(i-4=^y)H- const., 


el enfin 


On aura done 


dx dy 

dt dt __ 

1__/C2^2^2 -- 

y t>.{x) r A ( y) 
1 — k'^x^-y^ 


const , 


: const 




Posons 


r -o, 

celle Equation se r^daira a 

F(^) =: 


Equations DiFFjfeiiENtiFLLEs ordinaiues 
On aura done 

"7 A (^) 4 - ^ A(7)'^ 
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F(r)^l-F(/)=:F 


k}x^-y^ 


Posons 

^ — sn ” sn r, d’ou zzr cn dn Ay -n cn r dn {» 
Nous reLomberons stir la formule connue 

sn li cn dn p -1- sn p cn w dn u 


sn ( It 4— ^ ) • 


j — /:^sn^ wsn^p 


III —* Systemes d’equations simultanees. 

41 Tout systeme d’eqiiations differentielles simultanees, 
entre n 4- 1 variables Xq, 
on I’a vii, ail type normal 

dx^ ^ 

X,, , Kn etant des foncUons de 

Ces equations etant mises sous la forme 

(t) F 4 r= — X/. t/jJo ■■= 0 (/C=ri, ,/l), 

chei chons a cn dedmre tine combinaison 


, Xn^ pent ^tre ramene, comme 
dx„ ___ ^ 


-r= Oj 


Jonl le premier inembre soit une differentielle exacte 
LhdenUte 


^ da,, 4- +-^daa,. 


(Jonnera 


dtp 




fihminantles p, on aura, pour determiner o, Pequation aux 
ddriv^es pariiellea 


(2) 


d«3^ 0 
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42 . L’inl(5gialion do requaiion (2) el celle dii systeme (i 
sonl deii\ problcines 6c|iuvalGnts 

\ln clTet, SI, par un piocede quclconque, on est pai'venu 
ol)tenir unc solution gencialc du systerne (i) rcpr^scntd 
jiar // oquaLions 

(3) == O, 

onirc To, . 7 Xn cl n constanles arbilrancs C\, . c„^ on ei 

dcdiuia tuscinent toiues les solutions (ou intdg? ales) d 
ro(lualion (2) llcsolvons, en eflet, Ics equations ( 3 ) pa 
rapport a • ? G/t > preiidiont la foime 

(/|) 

D’culleurs, les premiers membies cp, , , (fn de ces equation 

sciont des (oncUonb disLincLes de .To, •? c’est-a-diri 
qu’cllcs nc seront li6cs par auciine relation, car, si unc sem 
blable relation CNListait, les Equations (4) ou les equation' 
equivalenlcs (3) scraient mcompatibles, saiif pour les sys 
imiios do valciirs des c qui salisfonl a cette meme relation 
el, pour ces syslemcs de valeurs, dies ccsseraient d’elie dis 
Uncles 

Cell pose, les Equations (4) donnenl, par diffeienliation 

0 , , d^n^O 

Co bysUdnc devanl 6lrc equivalent an systdnc (i), on aur 
(Icb Equations de la forme 

Done «pi, . . tp/i sci'onl des mldgrales dc I’^quation (2). 

Soil iu<unlniiaiil y nno autre fonclion quelconquc d. 
;ro, ♦ , Xiii qoi soil dislmclc des pr6c6denlcs Si nous trails 
form on s rdquaUon (2), cn picnanl pour variables inddpon 

(t) Oa vend dans la SeoUon V qu’il existe loujours dc semblablcs solu 
UOUb. 


Equations DiFFfiRENTiELiEs ordinaires. 
dantesj, cpi, . 3 f//? elle prendra la forme 




d’f 

dy 


h- 

dcpi 


■M,. 




Mais elle admet pour int 6 grales cp, , . , cp,^ , done 

Ml =0, , M/i 0 

L’equation se r^dmra done d ~ = 0. Done, pour qu’une 

fonction <p = F(jK) • • 3 ?«) satisfasse a ceLle Equation, il 
est necessaire el suffisant qu’elle ne contiennc pas / La 
forme g6n(^rale des integrales clierch^es sera done 


Oil F est line fonetion arbitraire 

Reciproquement, sxipposons que nous ayons delcrmiiie 
/2 int%rales distincles cp^, , (pz^ dc r^quation (2), on aiiia 





2; 




[;J, des fonetions de donl Je de- 

terminant n'est pas nul, ear il ne doit exister aueune rela- 
tion Imeaire entre , dfn* Le systeme (x) sera done 

equivalent (^) au systeme 

dfi = o, , dci>^=o 

dont on obtient imm^diatement la solution gen^raJe 


?i = Ol, ; Cp^ = C„ 


43 Nous appellerons, d’apr^s Jaeobi, multiplicateiu le 
d^teinunant des coeffieients 


K- 


dxi 


(‘) Sauf pour Ics systemes de valeurs des vaiiables quit rendraient mfinis 
les coefficients p ou qui annnleiaient leur determinant. Ces systdmes devront 
^tre consid^rds k part 
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TROISito PAIUIF 


GlUPlllU- I 


Si i’on rcmpta^ail Ic sysU^me dcs inLegrales cp,, ^ par 
tin aulrc systcmc d’lolegtalcs dislinctes 4 'i(Ti5 j , 

obliendrail cvidcmmcnL un nouveau 
miilliphcateiir p.J, J d<SsignanL le jacobicn de f];,, , par 

lappoU a cpi, , cp,; 

(4C jacobicu csL line fonclion dc , cp,^, qui pout 

(I’tulloLus elrc aiLilraire. En cffel, F dcsignaiiL une fonchoii 
aibiliairc dc fi, . , cp^^, quo nous siipposcrons contenir cp^ 
[>ar CKctnplc, il suffiia dc posci 




/ l^chu 

'Jn 


• ! >}'« = ?« 


pom avon J = F 


M Soil P I’un lies nombres i, n. D^signons par Dp 
ce (|ue ilevienl Ic delenaiinaul 


dxx 

da, I 


d'fi 

dJ)„. 

dtpn 

dx„ 


loi’siju’on y rcmplacc Ics admenls 

les (ilciucnls Comme on a 
0a\ 


dtp, 




dtp, V ^ 

da a ' Zuk '"da.iJ 


* , n) par 


d vicudvu cvidommenl, cn suppnmanl Ics Icrmes qui se d6- 
irmbonL, 

(xXp 

On (*ti d<idujl 



LQUATIONS DIFFfiRENllEUr'S OUDINAIRES /|9 

Oi le second membie de cctte egalit^ esL niilj car, en 
eilectuant les calculs, on voit imoiediaLenient que c’est iino 


fonction lineane des deiivees secondes 




eL quo 


dxidx^ 

Pane quelconqiie de ces deiivees a pour coefficienL la 
somme de deuK determinants qiii ne different que pai 
I’etliange de deu\ colonnes, et qui, par suite, se cletrui- 
sent 

Lc mu III plica tear [a satisfait done a recjuation aux deii- 
vees paiLielles 




d«^o 


-I 


dJCt, 


o (A— I,. ,/2) 


Reciproquement, loute solution p' de cetle equation est 
un multi plicateur Posons, en effet, p.'=p.v L’equation Je- 
viendia, par la substitution de cette valeur de p'. 





Done V est une mtegiale, et p^=: [av un multiplicateui 


4 S Supposons que nous ayons reussi a deteiminei seule- 
mont i mtegrales distmctes de F^qnation (2), 

i etant < /z Soient des fonctions de Xq, , 

qiu, jointes a celles la, foiment un syst^me de /? -h i 
fonctions distmctes Si nous prenons les <p et les jk pour va- 
iiables independantes, les (Equations prendront la foime 

F/^ ^ 0 

(a=:0, ,n—L, ^^1,2, ,0 


En les rdsolvant pai rapport a 
J — Cows III 




, on ob~ 
/ 



TROISlfeME PARTIE 


GIIAPITRE I, 


5o 

tiendra un nouveau syst^mc equivalent 

Gi “aJFj -h nr d^cpj rr: 0, 


(6) 


Gj nra^Fj -1- ~\r — 0, 

Gf4-i — O, 

G/i ma"Fi -h + 


Les 2 piemieies equations cle cc nouveau systcine donncnt 
immedialement 


(fj nr const , . , <f = const 

II ne restera done plus qii’a intdgrer le sysl^me d’ordre 
71 — t forme des equations 

( 7 ) » G/i ~ 0 , 

m'l (p,, , doivent elrc considerds comme des con- 

stanles 

Lcs iniiUiplicaLeurs da systeme (6) s’obLienneni cvi- 
(lemment en divisantceux dii systeme (i) par le determinant A 
des coefficients a 

D’ailleiirs I’^quation aux derivdes parLiellcs qui les caract^- 
iiS 8 j se reduisant a 

d(F di.% , , 

Ofo Ofi dfn~i 

inontre quMs son! des mulliplicateurs du system c ( 7 ) Si 
done on connait iin multiplicateiir p du sysLfeine prunitif, on 

en dedmra un inultiplicateur ~ du syst^mo rddiiit ( 7 ) 

11 r 6 snlte de U que, si Ton connail /i — i ini 6 gralcs et un 
multipHcalcur du systdme (i), la fin de rintdgralion s’oh- 
ticndra par de simples quadratures , car la question sc 
iam 6 ne a intdgrer unc seulc equation du premier ordre^ dont 
on connait un iniiltiplicaleur. 


INEQUATIONS BIFFfiRENTIELLES OUDINAIRES. 


5 l 


46 . On a souvent a <^tiidiei des syst(^mes d’<Jqiiations dilT^- 
rentielles dont on pent deLermmer facilemenL nn mullipli- 
cateur. Lc cas Ic plus simple ct le plus important cn meme 
temps est cclui des systemes d’ordre 2n cl de la foz’me sin- 
van te 

( 8 ) dp, — —-^dt (« = x,2, , «), 

Oil ^ d^signe one fonction connue des 211 variables , 

) P 5 Pn 

Ces systemes sont connus sous le nom de systemes cano- 
niques Ils so rencontrent dans les plus importantcs questions 
de la M( 5 canique. 

D’apr^s la tWone prec^dente, leurs integrales <p et leurs 
miiltiplicateiirs p seront determm(§s par les Equations aux 
dciivecs partielles 


dt 

^<p d'}' 

dip ' 

ji Wi 

dxj^ 

(?|A 1 



Tt 

Li \ dxt 

^p^ J 


II est clair qu’on satisfera a cette derm^re Equation cn posanl 
simplemenl p = i 

Parmi les mt<§gralcs, nous distinguerons dc preference 
cellos qui sont md^pendantes de t, elles seront donndes par 
rcquatioii 


( 9 ) 


jZii dpi dpi dcT J ' 


laquelle admet 2n — i solutions distmctes^ en fonction des-^ 
quelles toutes les antres peuvent s’exprimer 

Si Ton a ddtermind 2n — 2 dc ces solutions, cp^ , . , 
on pourra achever rintdgralion par de simples quadratures. 
En effet, soicnt jk? JKj deux fonctions quelconques des .. 
OTn, Pi^ . . pn^i distinctes de cp^, . , Prenons pour 

variables mddpendantes les cp etles a la place des x et des p. 



^2 


jroisiLmf pautip 


CnAPlTllF I 


II nous rcslcra a mLegier iin sjsteme cle deux Equations, 
(le la foimc 

^7i — Y, Jy, 

dt zzzY^dy, 

et dont nous connaiLions im mulliplicatciu 
Ce niulliplicaLeiir p' salisfeia a Tequalion 

d/ dfi dt 

Mais ions les cUmcnLs qui cnlrent dans le calciil dc Yj, 
Yo sont mdcpondants de ty donr liquation piucedenle so 
rcduiia a 

did dix%_ 

(‘L p' sera 11 n mill li plica leiu de P^qiialion 
dy,— Y^d') 

On poiirra done uitegiGr ceLLc equalion par quadraUirc, et 
obtenir ainsi j , ea fonclion de y SubslUuanL celle valciir 
dans la sccoiide (Equation, on aura t par iiuc dciniere qua- 
dialnrc 

47 L^evpicbSion 

2ji \0x^ Op, Op I dt,y 

([ui forme le premier membre de I’dquaLion ( 9 ), se repr( 5 soiUe 
ordinaireinenL jiar (A, cp) De la ddfiiution de cc symbole 
i(5snlLcnl plusieurs propricl 6 h miportanies^ paimi lesqiiellcs 
nous signalerons Ics suivanles : 


(<0) 

(C, (f) 0 

(c (Slant line conslante), 

('0 

('!', y) = 0 

(si (p Ql ^ sonL indiipendanls dcs /;), 

(la) 

(tp, 1) 

{^> ?)i 


(i3) 

(<p, <f) = 0, 



(i4) 

imuh,- 

). ?) 


(i5) 

((?!! fi)! '!') - 1 - ((T2. 

'!')» T<)) •+ (('1'. 'Pi), <p!) -0 



fQUAlIONS BIFFfiUENTIELLES OUDINAinES. 5J 

Les foimules (lo) a (i4) resullcnt immedialement de la 
definition du sjmbole ?) Pour veufier la relation (i5), 
on remaiqueia que son premier membre developpe est forme 
dc Leimcs dont cliacim estle produit d’line derivee ilu second 
oulie dc I’line (les fonclions cp,, epo, par des deiivces du 
pieniier ordre de chacime des deiix aulres fonctions 

Considerons, par cxeniple, les terraes qiu conlienncnt le*, 
uenvees du second ordre de ils seiont de Pune des foimes 

d x)i dpf, dp, dxj, ’ doc, dp/, d^j, ~dpi ’ 

^ depj d^t 

()r,dzr, Opi ‘dpk dz, 

cl proviendront cxclusivement de& dea\ deriners icimes de 
1 {*qualion (i5). 

On veiihe, d’aillcurs, aiscmenl que cliaque Lcimc de Pune 
<los formes ci-dcssus piovcnanl du second Lcime de Peqiia- 
(fon est d(ilrmL par iin Icrmi coriespondaiit piovenanl du 
U 01 SI erne 

48. De la proposition quo nous venons d’^tablir dccoulc 
cclte consequence iinportante, connue sous le nom de theo- 
i erne de Poisson 

Soient cpi, epo dear iniigi ales qaelconques de V equation 
(utj del i^ees partielles 

(+) ?) = o 

(ou i est line fonction donn^e), Vexpression (cp,, epa) sera 
(ine noiwelle inti gr ale 

En clTet, des identit^s 

(t];, (ij;, cp25=:=o, 

que Ton suppose satisfaites, on d^duil imm^diatoinaetit 

?D = (0, = 

((T2, 4^), fl) ((4; Tl) — — (o, ?i) O 
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et, par suite, 

( + . (? 1 ) ? 2 )) ^— ((?!) ? 2 ), ^)— 0 , 

Siipposons done que Ton connaisse un certain nombic 
d’liiLegi'ales distinctes «pi, . , <p;f de PequaLion proposee, on 

eii dedinra de nouvelles mt^rales (cp^jcpo), , , cp/,) 

Si ces nouvelles mtegrales sont des foncLions de cpi, 
cp/f, cela n^apprendra non de nouveau, mais, si quelqu’iin(‘ 
(Fentre elles esL dislincle dcs preci^dentcs, on pouria l.i 
leur adjoindre, puis refairela mSme operation siir le sysl(^ni(‘ 
cp^, epo, . , «pA>j-i, et ainsi de suite, taut qu’on Iroiiveia dc 

nouvelles mt6grales distinctes de celles deja connucs 

49. Revenons a la throne gen(5ialc des syst6mcs (Tequa- 
lions simultanees de la forme (i) Si, dans un semblablo sys- 
tem e 

nous cliangeons 

^0, . . . , etant des fonctions de Xq, , cL e cLaut un 
parametre infiniment petit dont nous n^gligcrons le CcurtS 
nous obliendrons de nouvelles equations 

(17) Gi=:0, , 

Si ces Equations Lransformecs sont des combinaisons 
lin^aires des dqualions primitives, telles qnc 

(18) Gl'maijFjH- -h<^«/F,j (a ml, , n)> 

nous dirons quo le sysl^me (16) adinet la tianbformaLum in(i- 

mt6sjnaalc ^,2 

L’ilude de ces transformations infinil(5simales se lie inli- 
mement a cclle des int^grales et des multiplicatcurs dii sys- 
time propose Nous remeltrons I’examen dc cottc question a 
la Section suivante, ou elle se pr^senlera sous une forme plus 
gen^rala. Nous nous bornerons pour le moment a montrer 


Equations DiFFj6iiENriii:LLEs ordinaires 
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que J’ordre da sysLeme pent 4Ue abaissd, si Ton connait une 
transformation mfinildsimale * 5 que IMquation 

aax deiivees partielles 


(' 9 ) 







dt __ 


puissc cue inLogrce 

Soicnl, cn les n iiiLdgralcs disLinclcs dc cello 

equation IjOisquc , .Xfi scront changes cn ^ 0 -f- e^o, , 

1 ,, , iCbleionL mvaiiables, car/^se Iroiive 

accin de la q nan Lite 


(hr 

di'o 




ill 

da,, 


r_z 0 


Soil, d’aulre part, /] cc que dcvienl ^0 loisqu’on Pexprime 
en ionction de ao, /i . ^ ,//o el posons 


}o 



’iXn ^tant Uait^cs comme conslanlcs dans I’iutdgra- 

tion 

La transformation mfiml^simale donndc, accroissant c]^‘ 
e/j sans alt^rcr accroilra yo de evi ^ = s 

QXq 

Si done nous prenons pour variables md(^pendantes jKo> 
j Xn^) syst^me transform^' ne vainera pas quand on 
accroitia y^s de e, sans changer les aulres variables 
Cela pose, les Equations dc ce nouveau sysL6me, r^solues 
par rapport aux diff^renlielles , dy,,', donneront un 

rdsultal de la forme 




Pour que ce syst^me se reproduise quand on accroit y{^ 
dVne constante e sans alt^rer les autres variables, il faut 
^videmment que Y^, . . . , Y« soient ind^pendanls de 



5 ^ 




11 sudna (mi ^ i if» 

I " I TtUd It i 

. 

\, 

( (‘ t|ui tliHtuai a J , , \ k * I 

t" 1 ){' stdistidi* I u • wl I * 


Li([tM'lh' {luiiuria « |i 

Pai mt \v^ I i «l uH* , ♦ M 
simpla asl I i^tai an !« ^ ». a* ^ 
ila a’t) ^ruhnudait, 4* « ^ ? 

/ 

i >n) 

(I’ou tl<'|iafjtl I nth .a ifiMii I I 
jMr dt‘ sajjijih‘H «|a,ah thtti * 
ttila«;tal(^ Hui\auh ^ ♦ 


Htnj|HfMms, imt r%$mi h , ^in 
sltitilcH, tl Iaa 4 r 4 . jiMut n 
ttOUVi*lli(*H \itnrtMf 4 1**”^ *!« M4ln«S 


H 




t 


j 


I 


9 


^umtnncm«, rti mannl |« i# 



fQUATIONS DIFFlfeRfiNTlfil TJ- S OUBINAnFS. 


<7oj , n,i oLanl coasLanLes Les dqaalions (ao) devien- 
(lionl 

< 7 (, dx^ _ < 7 i dxx _ a, I dXji 

a 0 <^1 n 

( )i\ cn (l(kluiL 

r/t) ““ , /i) 

on, ce qiu icvieiil an mcmc, 



^0“ 


iaiidia done prendic pour nouvelles variables 


d^Q I 

dQ — rzz CIq log 

Xq 


/o 


-f 


f)l Lnrsqn’oa a unc equation unique 


( >') 


d" Y 

Til" 




7 : 


dy 
dx ’ 


’ d^^y 


il esL goiieralemcnl avanLageux de la icmplacerpar le sjslcme 
snnultano 


dy 

dV- 


d/ 

dx 




dyn- 

dx 




Cc sysl6me esl susceptible d’abaissement, d’apres ce qui 
pH3c6dc 

i" Si r^qualion prlmiUvc ( 21 ) est homogine par rapport 
n y cl k scs d(Sriv6es, car le sysL^me ( 22 ) admettra evidem- 
ruent la transformation infinit^simale qm lemplace jk, y, 
par / H- £ y + ey, . . , sans alt^rer 

2 ^^ Si rcqualion primitive se reproduit k un facteur pr^s, 
lorsqu’on y change x et y en x + ex, /d-e/, car le sys- 
lomc ( 22 ) admettra la transformation mfmil^simale qui rem- 
[ilace X, y, y, y, . y'"”' par 7+^7? /> 

y/ _ gy J J y-i _ _ a) ; 
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TUOISlfeMlil PARTIE 


GIIAPITUR I 


II suffira cleslois, pour int6grci ce systfcnip 
i‘' D’mtegrer le systeme d’ordrc n — i 

dyx _ _ 


(e qui donnei'ajK 2 j ? yn cn foncLiou doy^ , 
De substiluei ccs valenrb dans rd([iialion 


laquelle donnera j o simple (piadralnn‘. 


SO Parmi les cas d’mL6grabilu6 do I’tMpiahon ( rp'), le |>Ius 
simple est celui oii Ics variables sonl si'qianVs, ilependanl 
de seulemcnt, de cci sciilemcnL, etc Li* sysleme 


( 20 ) 




d’oLi depend I’lnLegraLion de rc({uaUon (iq), .sbnL(\gre alors 
par de simples quadratures, cl reqaaljon (iq) adnuHlra bs 
mtegrales suivanles ; 


i 

’ da 1 

r d fa 


X ^ 

1 1„ ’ 

/ 

' r„ 

) 

r difa 

j,r-J 

L J 

' ?o 

1 ^ Supposons, par cxem 

iplc, que 

5ii, • . , soionl (i(“5 con 


slanles II laudra, pour rdduirc le syst6me, prqndre pom 
nouvelles variables les quantiles 


fi- 




^0 

^o’ 


1 


Cl 


’ diCQ 

t ; 


r.=-/ 

on Second Ireii, 


fj) 

So' 


^ 0 ^ 




2 ^ Supposons, 


a. 



Equations DiFFfiRFNTiEiLbS oudinaiies 


do, , a, I clant des cons tan tes Les dquations (ao) devien- 
(Jiont 

do dxQ dxx a,^ clx^ 

To X fi 

On cn cl6duit 


log ^0 ” const ( 4 ~ij , /z) 

on, ce qiii levienL an m^me, 




: const 


11 laudia done prend[e pour nouvelles variables 


yi- 


/o^ 


=/"• 


’ asjo’ 


dx^ 

Xq 


:ao log^o 


Si Loisqu’on a une equation unique 


(M) 


d^y _ ^ dy d^^-^Y\ 


il esl geneialement avantageax de la lemplacer par le 835161110 
8 1 mill Lane 


(!?'>) 




dyn-^ 

dx 






Ce sysl6me est susceptible d’abaissement, d’apres ce qui 
piecede 

Sil’^quation primitive (21) est homog^ne par rapport 
i) el k ses d6iiv6es, car le syst6me (22) admettra evidem- 
ment la transfoimation mfimt^simale qui remplace y, 

])cii y 4- s/, 7 H- ^y, • ? sans alt6rer x, 

2“ Si r^qixation piimitive se reproduit k iin facteur pres, 
loisqii’on y change x et 7 en x-j-ex, 7 + £7, car le sys- 
lemc (22) admettra la transformation infimt6simale qui 1 em- 
place X, 7, y, y\ . 7"“"^ par x-\-^x, 7+27, 7', 

y/_ey/j . , , _2)e7«-“C 
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TROISitME PA III IF 


CIUPITRE I. 


3° Si Tune des deux variables y ne figure pas explici- 
tement dans I’equation primitive, car cetLe variable ne figu- 
reia que par sa differenticlle dans le syst^me ( 22 ) et pouria 
se determiner par une simple quadrature, quand on aura in- 
t^gre le systeme d’ordre n — r, obtenii par r^hminalion dc 
cette difFerenlielle 


82 Si nous supposons que, non sculement y^ mais ses 
k — I premieres derivees ne figurent pas cxplicitcment dans 
Fe qua Lion primitive, on n’aura, poui determiner y ? 

qu’a int^grei un systeme d’ordic n — k 


dx 


' J > 


dyn-'^ 

dx 






Ayant ainsi determine j on irouvera, par ime s6ric dc 
quadratures, 


yk-\^fykdx, 


puis 


f^-''—fdx{fy^^dx), 

expiession que nous representerons par la notation sinvante 

„ J' yk dx^ 


On trouveia de m^me 


— y* yk-^ dx = f yf^ dx^ 

et enfin 

y^Jykdx^^ 

53 Ces quadratures successives peuvent 6lrc remplac(5es 
pai une quadratiue simple 

Soit, en effet, /(^) la valeur trouv(5c poury^^ cn fonclion 
de^. On aura, pour determiner jk, aint6grcr rdquation 




Or on i*econnalt ais6ment que cetle Equation aclmct, comma 



Equations DiFFfiRENXiiiiLLKs oiidinaiues. 
solution j I’lntegrale definie 

I 

L — \\ 

^0 




fr- 


I 2 


a 


{ZTTjf /( 0 (« — 


Prenons, en efTet, les d 6 rivees successives de celle cxpics- 
Sion pai lapport au param^trc ilviendia, en remaiqnaiU 
qiie f{t){x — et ses k — 2 premieres derivces pat lap- 
porl d X s’annnlent pour t =; 


dyi _ I 

dx 12 {k — 2)^^ 






di’'‘ 


-'0 


Posons mamtenant jK = jKi H- :: dans i’dqiiation proposee , 
il viendia 

o, d’oti ^ — P4_i, 

dd'- 


designant iin polyndme arbitraire de degre k — i 
La solution la plus generale de T^quation proposee sera 
done 

r = /i“hPA-.i 

54 , Consid^ions Pequation du second ordre 


^ = l(x Y 

dx^ \ dx) 


On aura le system e 



dx 


=/(«> 7. /)• 


Sous celte forme, il est aise de voir que I’inldgration 
peiil eSlrc ramen^e aux qiiadralures, toules les fois que la 



6o 


troisiLme partif. 


COAPITRE I. 


foncUon / n conLienl qu’une seule des Iroib quaniiu's 

y, y 

Si / ne depend que de la sccoiide C(jiiaUon don 

neid 

j'— f /{x)dx~\-c, 
do 

el Ton Lioiiveia enbuile 


j =: f\^^dx-h-d::=z C\l x: f''j{l)dx 

Jo Jq [_ /f) 


\ - < X \ r 


i?” Si f nc depend que do j/, on dediiua dcs equations cm- 
dessLis la suivante 


y<dy'—J{y)dy 


el, cn integianl, 


('I enfin 


d’ou 


j'2— r ■\f{y)dY C, 
Jo 


dv 


dx ■ 


y 




dy 



H- c'. 


2/(7) dy - 1 - c 


d" Si/ne depend quo dey', on aiira 



fiQL’ATIONS DIFFJSRENTIELLFS ORDINAIRES, 

d’o;i 

r"' , 

/{/) 

^ ~X fif) 

On aiiia done x eiy, expnmes Ions deuv on fonclion do 
)d nouvelle variable y 

5o Comme autre application, clici chons a dclciminci Ics 
combes dont le layoii de courbure en chaqiie point cst pro- 
portionnel a la portion N de la noimalc interccptec par J’axe 
des X 

Le rayon de coiubare R esL donnt^ par la formulc 


D’aulre paii, en ddsignant par c/ Tangle de la tangcnto 
avec Taxe des on aura 


'-y\/ n 


Les coLirbcs clierchees aiiront done ponr Equation diff^- 
i eiUiellc 




V-(e 


5 -»>[-(£)“] 


Cette equation dti sceond ordie dquivaiil aux dciu suh 
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TROISltiME PARriE 


CIIAPITRE I. 


dy T 

dec iiy 


( 1 - 1 -/=), 


dy 

dec 




On d^duiL de Iciir combinaison 


y'dy^ dy 

r -h-y^ eif 

ol eii mlegranl, 

I log(i ~ + const., 

ou 


2 



Parmi les cas d’inL(5grabihlc dc ccLLo expression, on doil 
signaler parLiculi^rcmcnl Ics siuvanls . 

/I == — 1 j d’oii 


'f/c 


y 


yc= - -jH-o', 


C‘ — y^ 

{x — c'Y-\-y^ = c^ 

La coixrbc cst nn cercle ayanl son centre sur I’axc dcs y 
I, d’oCi 


X • 




* 


-1- o', 
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cFoii 


cl enfin 


y-+\/y- — c® = ce , 


V—i' 

J — sjy^ — c^znce ^ 


y-' 


equalion d'une chainelle 
3‘> /i — — 2 , d’ou 


Posons 


il vjendra 


7= ; (l — COS(p). 
cly z=z - sin <p ^;?cp 


-/l/B 

c r 

- I 2 Sin^- 

2 J 2 


COS 9 c 
1 - sin CD 

C 0 S 9 2 ‘ 


) ^/<p : 


/<■ 


9 c , 

lang^ 2 ‘ 


cos cp) ^cp rr ~ (cp • 


sincp) -+- 


La courbe est une cycloide 
4® /^ = 2 , d’ou 





J/=2\/c(7 — C)H-C', 


equation d’une parabole 


S6. Proposons-nous, comme derniere application, de de- 
tci miner le mouvement d’un point attird vers im centre fixe 
par line force (5gale a mf{r)^ r d6signant le rayon vecteiir 
cl 711 la masse du point mobile 

Prenons pour origme des coordonndes le point attirant, 
et pour plan des xy celui de la vitesse mitiale D’apr^s les 
pnncipes de la M^caniqiie, la loi du mouvement seradonn^e 



{)^ 


TROISlliME PAliriE. 


ClIAPITRE I 


pal les deux Equations 

-7(0 


dt^ 


^ (Py , -V 


d£^ 


= -/(07 


On dediut dc ces equations les combinaisons int(!:{^i'.d>Ii". 
sul^anLeb 


d-oi 


o-zz r — — cc - 
dl^ dt 


d'y ^ d ( dx 
^ ” dt r dt 


dv 
' di 


) 


el 


dx d-x dy d-y ^ 

d d dy- 


xdx-^-} (^y 
1 dt 


/(O 


d, 


2 dt dt- ‘ ^ dt‘ 

doiiL FinLcgralion donne deux equations dn prciiiK'i ordn^ 

dy 


dx 
dt 

1 ~h dy^ 


^ dt dt 


dt- 


—o 


Remplacons les vaiiables x, y par des coortlomu'cs po- 
laiies 


, d<j> 


-^-/7(' ) <^'’ = 0, 


ces Equations deviendronl 
( 23 ) 

, , , 1 rf/ ® + r- d(x)^ 

'“'i' 5 

d’ou, en rcSsolvant par lapport a rfto el dt el inl<5granl, 
r cdf 

t: 


f^fj{r)dt 
^ 1 dr 

-J v/- 


^ ) df 

Le probl6me est ainsi ramen^ aux quadratures. 

Les formules pr(^c6denteb contiennenl, comme ccia devait 
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dtre, quatre constantes arbitraiies, a savoir c et les trois con- 
slantes mtroduites par les integrations 

57. Appliquons ces formules au cas de raltraclion newlo- 
menne, ou /(/) — k designant une constante, el M la 
masse dii point atlnant, on aura 


fj{r)dr = - 


kU 


d’ou 




c dr 


J. y Ll^lrO 

ou, en posant / = a/ = 


-h2AM / — 
da 


y v*— 2c' 

-I 


c da 


aic cos 


H— 2 A’M — C“ a^ 
da 

c- u — kM 


/fM H- — 2c'c'^ cos(aj — c'^) 


ou 


(25) 


0^ 


/cM H- — 2d cos(w — d’) 

P 


I -h e cos(co — d] 
cn posant, pour abr^ger. 


Ju 


=p> yA 


2C ' d 




On aura enfin 


(26) — ^ 

^ ^ c c?[iH-ecos(co — c")]^ 

Equation qiu d^tenninera t par une quadrature 
J — Cours, III^ 
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TUOISlta PARTIF, — ClIAPITRE 1 


Le probleme deviendia completement d6leiirim6 si Ton 
donne a tin instant quelconque Iq les coordonn6cs /q? da 
mobile, sa t^iLesse miLiale Tangle ao qii’elle fait avec le 
rayon vecteiu On a, en effet, cn appelant ^ la vilcssc a un 
inbianL quelconque, (/ Tangle qu’ellc fait avec le rayon vcc~ 
teui 

r- ^ doi 

j- — 7 “ — = sina 


Les Equations (28) et (24) peuvenL done s’ecnrc 

-c, 




J F Sin y : 

AM 

/ 


On aura done, en posant ^ = o, 


c=: 7 oFo Sin ao, 



-3 t 


,2 

0 


On deteimineia ensuile en posant ^ = 4 dans Tdqua- 
tion (sS), enfin, Tequation (26), integree de a don-- 
nera 


t 



dv^ 
e cos(o) 




L’equation (25) entre 7 et co fait connattre la IrajccLoire 
du mobile C^est ujie conique ayant un foyer a Vorigine, 
Ce seia tine ellipse si c'!>o, une parabole si c^=:o, une 
hyperbole si 0 

On a, d’autre part, en ddsignant par A Talic comprise 
entie la couibe et les layons vecLeurs r et 7*0, 


^ 7 2 £^0) m dh. 

Liquation (28) peul done sMcrire 


Equations diff^rentielles oudinaires 
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d'ou, en integrant de a tj 

Les aires deer ties pai le j ayoti vecteuf sont done pi 0 - 
poi iLonnelles aux temps coi respondants 

Supposons la trajectoire elliptique, et chei chons la diiree T 
d^une levolulion L’aire A coriespondant a cette peiiode de 
lempb sera I’aue to tale -Kah de Pellipse On aura done 

2 

D’ailleurs 



SiibstiLuant cette valeur dans I’equation precedente, il vien- 
ctra 


3 



La duree de la 7 evolution est done independante de 
r excenti icite de Uellipsej et propoi'tionnelle a la puis- 
sance I de son grand axe 

Nous avons ainsi retro uv^ loiites les lois fondamentales 
^noncees par Kepler 

IV. — £quations hneaires aux differentielles totales. 

58. Les sj^st^mes d’equations differentielles simultanees 
^tudx6s dans la Section prdeedente ne sont evidemment 
<qii’un cas particulier des systemes d’equations Imeaiies aux 
differentielles totales, de la forme 

( 1 ) Fat = dxj, — Xi dxH^o 

(/2:=:l,2 .. ^ 771 ^ /f— m-f-I, 


, 711 -h /!)- 


G8 


TUOISliiME PARXlIi — CIUPITRE I 


Cherclions a dcduiie clc ccs equaLions line combinaison 
integrable 

On aura evidommenL 


do 




ii, 

()X,, 


filiminnnl Ics [j, on voit qne cp sera line inldgrale commune 
aiix in equations aux d6rivdcs parliclles 


( 2 ) 


(A = ] , 2j J ;n, /i rr -H I, . , /;? -I- 


Sapposons que ces equaLions admelLenL ?i int(5gralos com- 
niunch dislincLes (pi, (fn (nous vcrrons plus lorn dans 
quid cab il cn esL amsi) SoienL do nouvelles 

lonctions dcs lormanl avec les (p un sysLeme de fonclions 
disLincles En prenanL Ics cp eL lesy pour vanablcs, les dqua- 
Lions (a) preiidiontla foimc 


E. 


4 

d/i 


-l-M* 


Cl scronl manifes Lenient cquivalcntes aiit sinvantes 


dep 


dfni ' 


La forme la plus gdndrale des fonclions qui salisfoni a ces 
equalions csL dvidcmmcnl 

cp=:F((pi, 

F ddsignanl line fonclion arbilrairc 
Les fonclions cpi, ». , (fn Oanl des inlijgrales du sys- 
leine ( 2 ), on aura des relations de la forme 


> (J/. 


k) 


liQUATlOKS DIFFtoNTlELLES ORDINAIRFS 


^9 


ei le systeme (i) eqiiivaudia an suivanL 


d’ou I’on dedait 


cp^m const, . , «P/^==: const 


o9 Le determinant p des coefficients (jij. = se nomme 

le multiplicateiu correspondant aux integrales cp,, , 

En remplagant ce systeme d’lntegrales par d’aiities systemes 
d’lntegrales distinctes, on obtiendia unc infinite de multipli- 
cateurs, et Ton voit, comme an n° 43, qti’ils ont pour forme 
generale [^F(cp,, , 

Soient a Tun des nombres r, 2 , . , /?z, |3 Pun des 

nombies m + i , , 772 + 72 Designons par Dp ce que 

devient le deteimmant [.jl ioisqu’on y remplace les elements 

= ,n) par les elements ^ 

on aura evidemment 

r\a a 

Dprr-^ [j.Ap 

On en deduit par differentiation, comme au n° 44, 


(3) 


da 

dd a 


p = wz-t-l 




r=zo (a ~ j, 2, 


, ni) 


Rcciproqiiement, toute solution commune |ji' des Equa- 
tions (3) est un multiplicateur, car, en posant [jl^= jjiv, on 
verra que v est ime intEgrale des Equations ( 2 ), done v sera 
de la forme F(cpi, , cp/^), et jF sera iin multiplicateui 


60. Si Ton a rEiissi k dEtermmer i intEgrales distinctes 
cp^, , cp^ du systeme ( 2 ), on poiirra, comme au n° 45, en 
les prenant pour variables independantes avec d’autres fonc- 
tions jKu • • j choisies a volontE, remplacer le sys- 
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xnorsiLME PAiiiir 


GIIAFITRE J. 


teme (i) par un sjsteme equivalent, de la foimc 

(4) — 0, , 

}i = m 

(5) dY^—'^Y'ldy,,= o (A' = m + i, , m hn — t) 

h=z\ 

On en deduil 

const, , cp^rzi const, 

ct i] ne restera plus qu’a inlegier le systeme des n — i equa- 
tions (5) 

D’ailleurs, sil’on coniiait un mulliplicateur du sysl6me (i), 
on en d^duira, comme au n° un mulliplicateur de ce nou- 
veau systeme 

Si done on a reussi a determiner n — i integrales et un 
multiphcateur du systeme (i), il ne lestera plus qu’5 mtegrer 
line seule equation, donl on connaltra un mulliphcateiii Le 
proLleme sera done ramene auv q uadi alines 


61. Les consideiations qiii precedent nous conduisenl a 
chercher les mt^grales communes a un syst^sme d’dquations 
aux deiiv^es partielles de la foime ( 2 ) Mais il conviendra 
de generahser la question, en cliercliant les intdgrales com- 
munes a un systeme d’equalions de la forme plus symdtrique 






■Xt 


d.4 






■ = O (/i =: I, 2, 


f //i) 


Si nous designons par I’op^ration 




y/i ^ 


ces equations pouriont s’^crirc amsi 

X^^cp — O (/a m: T, 2, 


, m) 


Cela pose, toule solution commupie k deux de ccs Equa- 
tions 

X^(p=:0, X^^-Cp^O 


Equations deff^rentielles ordikaiues. 
satisfera a T equation nouvelle 

o=x-X‘t-x*x<,=Y Y (xjg'-xfgi)^ 

JimJp \ OX p / OXq 

(p=:i, , a — r, , , 7?i + /^) , 

car on a separtSment 

X^X^‘<p = X*(0)z=:0, X'‘^X^cpr=:X^(0)r3.0 

Si d’ailleurs nous designons pour plus de clarLe par , 
Pm^n les d^rivees partielles -—i • ^ — j on aura 

oxi dXi),+„ 
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X^fp — XjjPi-h 

X^ cp zz: -h 4- Pm-i-n) 

et le symbole (X^^p, X*p), defini comme au n® 47, auia pour 
valeur 

Amsi, toiUe mtegiale commiii^e aux equations 

p — O, , X^^cprzziO 

satisfera en outre aux Equations 

X^X^^cp ^X^X^cp zr: (X^p, X^cp) =:= C 
(izrrljQ,,. , ;? 2 , /r=:l, 2 , ? 

lesqiielles sont, comme les precedentes, lineaiies et homo- 
g^nes par rapport aux ddriv^es pai tielles de <p 

Si parnii ces (Equations noiivelles il en est qui soient Imeai- 
lemenl distmctes des equations primitives, on pourra les leur 
adjomdie et recommencei les m6mes opdiations siir le sys- 
t^me amsi complete En continuant a suivre cette marclie, 
deux cas pourront se pi^senter * 

On ariivera a un syst^ine contenant m n Equations 
distmctes, on en d^duua 



d<p __ 
dxi 


0 , 




d’oii CO — const 
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En dehors de cetle solulion banale, Ics dqualions pi'opos(*es 
n’auiont done aucane inlcgrale commimc 
2 ^ On arriveia a iin systemc 

X^cpz=:0, , X^cpzrzo (/</?2~hn)> 

tel qiie toiiles les nouvelles equations quo Ton pent cn d(5duir(‘ 
soient des combmaisons lineaiies dcs pr{5cedcntes. Cc sysltune 
satisfera done a des relations de la forme 

X^X'^cp — X^^X^cp = (X^cp, X^^cp) = a'^X^ cp . . ~h ocJ^X'cp 

= 2 , , 1; 2 , /), 

' ou les a sonl des fonctions dcs x 

Un semblable sysL^me se nomme un systdme comp let 


62 Si dans un sysL^mc eomplct nous prenons pour va- 
riables k la place de ^ 1 , X 2 f • dc nouvelles variables , 
7 *7 system e transform^ 


Y^Q: 


-Y'' 



--0 (/ =: r , 2 , . . , 


sera encore un syst^me eomplct, car les opdralions Y% , * , 
n’etant auUe chose que les operations X% . . , X^, ddle- 
remment exprimees, on aura encore 

Y^^ cp ^ Y/^ Y^ cp z= af Y^ cp . -h y / cp , 

ct il ne restera qu’a expnmer les quanlitds a eu foncUon des 
nouvelles variables 

D’autre part^ tout systdme 

A^cpzz:aiX^9-h -ha5X^cp=;o (/;»=r,2,. .,1) 

dquivalent au systdme complei 

X^cp=-o, , X^cp=.o 

est lui-mdme un systdme complei 
En effet, Texpression 


(A*(p, A^(p) 



£QUATI0\S DIFF^:RI^^ELLF^ OllDJNAIRES 


dS6 ane somme de termes de la forme 

X^cp, ^ (X>^9, XH f (X^cp, 4)X\^o 

+ a[]i(a5^,X!^cp)X>^(p -1- {a{j a^)X^cpXH^p. 

Or (a[, est evidemment nul, puisque les a ne conliennenl 
pas les variables p* d’auLre part, (ax,Xl^cp), (X^(p,a[l) se 
reduisent a des fonctions des enfm (X^cp, Xi^cp) s’exprime 
lineairement au moyen des X^ cp, , X^cp Done (A^<p, A'^^p) 
est une fonction lineaire de ces quantit^s, qiu sonL clles- 
memes des fonctions Imeaires de A‘ «p, , A^cp 


63. Etant donn^ iin sysleme compleL, conlenant m equa- 
tions, par exemple, oii figment m-]-n vaiiables r,, , 

^m+rif on obtiendia, en resolvant ces Equations par lappoiL 
' dep 


j im systeme equivalent, de la forme 


(6) 


d<p 

55^ 



dtp 

d^/. 




, /f rr 772 i , , m fl) 


D’apies ce qui precede, ce nouveau systeme sera encoic 
complet 

Les systemes complets de la forme (6), auxquels nous poii- 
vons dor^navant borner noire ^Lude, ont re^u le nom de 
tdmes jacobiens 

Poui ces systemes particulieis, les Equations de condition 
(X*cp,X^<p) =a*/‘'X^cp H-a'/X“® -H , 


qui caiacterisent en g^ndral les systemes complets, se r6- 
duisent a la foi.me plus simple 


(X*cp,X/^<p)z:.0 

Enefret,(X^<p,X^(p) est (^videmmentmdt5pendantde , 

da?! 

tandis que <p -f- o'^^X-^p + contient ces d6ii- 
vdes respectivement affecti^es des coefficients af, af. 
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Ces expressions ne poiirionL done eti'e idenLiques que si les a 
sont tons mils 

64. Th^oreme — Vn systeme jacobien foi me de m equa- 
tions entf e vai tables adniet n integi ales distinctes 

Nous avons admis provisoiremenl dans la section prece- 
dente la y 6 nt 6 de ce lh(§or^me pom le cas d’line seiilc Equa- 
tion, et nous pourrons evidemment siipposer dans la demon- 
stration qu’il ail etc leconnu vrai pour les syslemes formes 
de moms de m equations 

Soit 


(7) 




le systeme propose La piemiEre equation, considErcc isole- 
ment, admel ?n n — 1 mtegrales disLinctes yo^ . . . , ym+n 
SoltJK^ nne auLie fonction quelconque, disLincle de cellcb-I^ 
En prenant Jes pour variables independantes, nous obticn- 
drons un systeme transforme 




W'l 


■M 


dy 


donl la premiEre equation, admetlanl y2^ 
integ*rales, se lEduira a son premier Lerinc 


o (A = 1,2, ,m), 

> pour 


m; 


1 




Ces Equations, rEsolues par rapport a 
neront un systEme jacobien 


? -^5 don- 


(8) 

Y'tp 

11 

11 

P 

(9) 

Y*? 



(A — 2 y 

J 7)1, A -h I 




, ?n H- n). 


Equations diff^rentiellis ordinaires. 
Or on a ^videmment 

-V ^ A 

'ZukdYi dy'k' 
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et, pour que cette quantile s’anmile idenLiqnement, il faut 
qxi’on ait 

dYt 


dy 


— 0 


Les Equations (9) sont done entierement d^barrassdes de 
la vaiiable Elies foinaent, d’ailleurs, im systeme jacobien 
de /n — I equations a m variables y^, • , ynij^rn 

lequel systeme adraettia par hypotliese Ji integrales distmctes 
Ces integiales, ne dependant pas Ae y^, satisfeiont encore a 
r^quation (8) II ne lestera plus qu’a remplacer dans leur 
expression ? ym+n pai' leurs valeurs en 

pour obtenir les integrales correspondantes du systeme pri- 
niitif 


65 Sou 


‘ — 1,2, j 


le systeme d’lntegrales distmctes du systeme (7), dont rexi-- 
stence vient d’etre deinontree Ces integrales, consider^es 
comme fonctions de Xm+ij .. , seiilement, seront 

encore distmctes 

Admettons, cn effet, qu’elles satisfissent a une relation de 
la forme 

L'operation appliquee a cette identity, donnerait 


dcpi 




dP 

H- ^ + 


dF __ dF 

dXh da.h 


(car <p,, , sont des mtdgrales de I’equation X^cp = o) 

La fonction F serait done ind^pendante de etles 

fonctions ne seraient pas distmctes, r^sultat cQn-‘ 

traire a leur definition. 
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Posons main tenant 

( '2^15 1 ~ (^I> } j 4^1? j . >^)? 

Cl, , d^signaiit des constantes arbitraires Les quan- 
tiles definies par ces equations, seront des fonc- 

lions distmctes des mtegrales primitives , Tmj^n) 

Eiles foiineront done un nouveau systeme d’lnl^grales dis- 
linctes Elies jouiront d’aillcurs de la propiietc caracteris- 
liqiie de se reduire respectivement a . , '^m+n', 

lorsqu’on donne simultanement k , Xf^ les valeurs par- 

tic uheres y Cm 

Cela pose, remplacons les m preraicics variables , 

Xm par de nouvelles variables jki, jjm? definies pai les 
relations 


(lO) 


— (/z — 1,2, ,m), 




ctresolvons les equations uansfoim6es par lapporl a 


Nous obtiendrons un nouveau systeme jacobien 

Y/'<pr= A Y'lp--o 
oyn jLik o^K 

( // rr: J , 2 , , ?72 , A rr: 772 -f- r , , HI fl) 


OfV 


(u) 


Les fonctions expnmees au moyen des nou- 

velles variables, donneront un systeme d’ml^grales distinctcs 
des Equations (i i) Elies se rediiiront cPadleurs rcspcctivc- 
ment a Xmj^\j • » lorsque = 0 ,, quels qiic soient 

car, pour = les equations (lo) donnent 

X^ = C^ , * ^ Xffi = Cm 


66. Pour inl^grer le systeme transforme (n), il suffira, 
comme Pa montr4 M Mayer, d’lntegier Ti^quation unique 

(l2) yicpzno. 

A cel eBFet, nous remarquerons que cette Equation ad met 
les mt^giales lesquelles, jointes aux mtegrales 
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^videntes j2> • 't ym^ donneiont uii systeme de m + n — i 
int^grales distmctes Toute autie integrale 

/(Jl. > y-n 

de cette equation sera done une fonction de celles-la, telle 
que 

Si dans I’egahte 

y (j^l) ^ym)^ni+-U J — 1^(JK2 3 3 'r'l3 3^rt)3 

nous donnons a y\ la valeur constante Ci^ il viendia 

3 J'«l3 ^AW-i“l3 3 ■— F(J^23 3 3 3 3 ^ Ul+n) ) 

etj par suite, 

* ? 4'«) ^ 1^ (J'’2 3 3 jKmj'l^ij 3 4'/i) 

On voit par la qu’une integrale quelconque / de T^qua- 
tion (12) elant suppos^e connue, on obticndra immediate- 
ment son expression en fonction deyo? 3 
eii remplagant dans la fonction f les variables JK^ , , 

Xm+n par c, , tj/, , , 

Cela pose, admettons que nous soyons parvenus a integicr 
I’^quation (12), en y considerant coinme 

seules variables, et ^2, . . comme des parameties (ce 

qui revient, comme nous I’avons vu, a determiner une solu- 
tion g 6 n^rale d’an systeme de n equations differen lie lies or- 
dinaires) Soil . , fn un systeme dbntegrales distmctes 

de cette equation, on aura, amsi qu’on vient de le voir, 

F^, . , Fn etant des foncLions c 6 nnues de jko, , JKw3 

tj;,, .,«]>/,, et il suffira de resoudre ces equations par rap- 

port a tj^i, , pour determiner ces foncLions, lesquelles 
formenl im systeme d’lntegrales des Equations (ii). D’ail- 
leurs, la lesolulion de ces equaUons ne sera jamais impos- 
sible, car les fonctions , //2 etant distmctes, 
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/o • • •ifn sont necessairement des fonctions distlnctes par 
rapport a i{;,, . . , 

67 On pent aller plus loin et montrer que la connaissance 
d’nnc seiile inLegrale de I’eqiiation (12) permet de dcLer- 
ininer une ou meme plusieuis integrales du sysleme (i i) On 
auia, en eflet, 

etanliine fonction connue Resolvant cetle equation par 
rapport on am a une relation de la forme 

itj — Oj (^'*1, > ^2) 5 

oil est une fonction connue 

Effectuons sur cetLe identiLe I’operation Y'^, h d^signant 
Tun quelconqiie des nombies 1,2,. m II viendra, en 
remai quant que Ai, , sont des inti^grales de = 0^ 

o ^ YH. 0 YVi H- + 

Oji OJ^fn+n 

Le second membie de cette Equation est une fonction 
connue de jKi, . S’ll ne s’annule pas 

identiquement, il contiendia Tune au moms des quanlit^s 
pai exemple car les variables jKo • •? sont indi^-^ 

pendantes En lesolvant pariappoit a ^2^ on obtiendra une 
relation de la forme 

Effectuons sur cette equation I’operation Y^, on en di^duira 
une nouvelle equation pour deteiminer ipa, et amsi de suite 
jusqii’a une derni 6 ie equation qui donnera Le syst^jme (i i) 
sera d^s lors intdgr^ 

On ne poiiiia se tiouver arrete dans cetle suite d’opera- 
tions que si Ton arrive k une equation 
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pour laquelle on ait identiqiiement 

(/t“i,2j ^m) 

Mats alors, en remplacant dans 8^ les fonctions inconnues 
constantes quelconques, on obtiendra 
line lonction qui salisfait ^videmmenl aux m^mes equa- 
tions, et qui sera, par suite, une mtegrale du systeme (i i) 

I 

68. Nous ponvons enoncer, comme resultat de cette etude, 
le th^oi^me suivant 

Pow qiiUui systhne d' equations aux diffei entielles 
to tales 

(i) F/. ™ dxk — dxj, — o 

( /i =: 1 , 2, , /?2 , k-=zm-\- I, ^ m-^n) 

admette n integi ales distinctes 


<Pi=3Const., , const, 


il faut et il suffit que les equations aux deiwees par- 
tielles 


(2) 


dtp 

dxf, 


jk dxi 


(A: 


: J, 2, 


I ni) 


foiment uii systeme jacobien 

Cette condition etant supposee i emplie, la lecherche 
de^ integiales du systeme depend de Vintegi ation dhin 
systeme de n equations diff'e? eritielles simultanee^ 

Chaqiie integi ale de ce dei nier systeme founiira au 
moms une integt ale du systeme propose 


69 Soit S iin systeme d’equations aux dxffdrenlielles to- 
lales de la forme (i) et admettant n integrales distmcles 
o , , , cp„ Si nous y changeons ^ , , Xm^n en ^^ + , , 

+ £?/«+«} e etant un parametre infiniment petit, dont 
nous ndgligerons le carr6, et Irn+a des fonctions de 

. , Xm^ti) nous obtiendrons un autre systeme 


8o 
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A toute mtegrale cp dii systeme S coirespondra ^videm- 
ment poui le systeme S' une mtegrale 

tp(a;, = <p + EAcp, 

en d^signant par A I’opeiation 

s , t 


Cette operation est compUtement definie quand .. , 
sent donnes j et reciproquement Soient d’adlcius 
JKi, ?JKw +/2 de nouvelies variables quelconques, fonclions 
des O' Lorsque y ^m+n s’accroissent respcctivement 

de eii, , yi s’accroitra de 






dn \ 

dXm-bnJ 




quantile que nous d^signerons par D’aiilie part, on a 
evidemment 

JL PX} JL ^ ^ 

dxi dxi dfi dxi dvz 

On dedmt immediatement de la Fegalite 
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dxi 






d 



"1~ ^}}Hn 


() 


L’operation associee a la transformation infinilesimalc con- 
sid6ree reste done la meme, lorsqii’on. change dc vauablcs 
ind6pendantes 

Nous d^signeronsy pour abr6ger, par Aep la iransformalion 
inGnit^simale qui correspond a Topi^ralion A, el qui, par 
suite, change I’mlcgiale cp en cp ^ Aep, cl nous dirons que lo 
systeme S admet cette transformation laJinitSsimale Aep 
SI le systeme transform^ S' est Equivalent a S 

Pour cela, il faut el il suffit que le systeme S' soit Equiva^ 
lent an systEme 
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auquel S est equivalent, et, par suite, qiie les sy slimes S ct 
admettent les mcines integrales 

Or a toiite integrale cp de S correspond une integrale 
cp -H sA'f de S' Celle-ci devra eLie une integrale de S, ou, ce 
qui levient au mceme, Acp sera une integiale de S 

Si done nous ddsignons, comine piecedemment, par 


X^^cp: 




X? 


It 


(A — 1 , 2 , , in) 


les equations aux denvees paiLielles qiii caracterisent les in- 
tegrales de S, ces equations devront entrainer comme con- 
sequence les suivantes 

X^'^Acpn^O (/2“Ij2, 

OLi, ce qui revient au mcme, celles-ci 

X^^A(p — AX^^cp ” (X'^^cp, Acp) = O (/^rz:I, 2 , , m) 

[car on a idenliquement AX* “ A(o) == o] 

Cela pose, le systeme foim(^ dcs equations 

X*cp:=0, (X*cp, Acp) -=0 (/i = I, 2 , , 7 ??), 

admettant n mtegiales disLinctes (p^, , cp^^, ne pourra con- 

tenir plus de ni equations lin^airement distinctes On aura 
done 


(i3) (X*cp, Acp) = gc*X^(p -i- -|-a*X'"cp (/zzzzr, 2 , , 

les coefficients a ^tant des fonctions des x D’ailleurs jI est 
evident que ces conditions seiont suffisantes. 


70. Toute expression de la forme 





,m) 


represente une transformation infimtdsimale dc S en lui- 
ni^me 

J — Cours, III, 


G 
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En effet, on a 

[^.(X'^-f, X'^) -h (X/‘9, 
X^‘S,X'(f, 

oar (X'^cpj X^cp) esl nul, el, d’autre pail, on a 

«'' = S;+S0JS;=’'"“ 

Si done S admet imc transformation infimt^simale 

il admettra evidemment la transfoimation 
BcpzrrAcp — ^iX^(p — — 

laquelle se leduit a la forme 

OtZ m-fi C/Jr.nj-., 


Unoussufliia evidemment d’etndier les transformations de 
celte sorte, Loutes les an Ires pouvant s’en dediiire par Pad- 
jonction d’une foncLion lin^aire de X'cp, , X"^(f . 

Pour les transfoiniations de la forme Bep, les equations de 
condiUon (i3) prendrontla forme plus simple 

cpj Bcf ) =: 0 , 

car le premier membre de ces Equations, ne con tenant pas 
dep d<D 


^ , _L„j ne pourra se reduire 5 


les d^iiv^es parlielles 

line fo notion Imeaiie de X^cp, , X"^cp que s’ll s’anniile idea 
liquement 


71 Si S admet deux transformations Bep, B'ep, il admettra 
la transformation (Bep, B'ep) 
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Oa a, en effet (47), I’ldeiitite 

(X^'cp, (Bcp, B'«p‘))4-(Bcp, X^^cp)) ■+- (B'cp, (X'^cp, Bcp))-=:o 

Mais (X^cp, Bcp) et (B^cp, sont mils par liypotlicse , clone 
cetle egalite se reduira a 

(X^*(p, (Bcp, B'cp))~o 


72. SoientB'cp, , B^cp des transformations dii systeme S 
qui ne soient liees par aiicune i elation lineaire, si Fexpres- 
sion 


Bcp : 




{C: 


:r, 2, 


,0 


est une autre transformation du meme systeme, j3^, 
seront des mtegrales, et recipioquement 
On a, en effet, 


P,B‘=p) 


B‘T)P,]=2_X/‘p,B'<f, 


expression qui ne pent s’annuler, par hypotliese, que si tous 
les coefficients X^^^ sont mils, ce qiii montre que (3^ est une 
integrate. 


73 Enfm, si Ton connait un multi plicateur pi du systeme S 
et une uansformation infinil^simale Bcp, on en dcdiuia une 
integi ale. 

Soit, en effet, 

dep 




Nous aiu’ons, quel que soit h, 
o = (X^‘<P,B<f) 


jida,,^ dxi 


-S.I 




^ A 

OXf, 




• /z). 


dXf\ dp 


dxi ) dx. 


i ct k variant dc m + i a m H- n 
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Dans ceLte identite, les coefficients de cliacune des d^riv^es 
partielles ■— doivent eLrenuls separement, nous auions done 


A 





d]^\ 

dJCi) 


z==. 0 


(« =z m-i- I, 


, m 4 - n). 


Differentions celte equation par lapport a Xi^ sommons 
par rapport a i et supprimons les termes qm se d(§truisent, 
il viendra 



dzh dxj. 



dxi dxk 


I 

dxi Ox/c J 



Mais on a, d’ an tie pait, 

d[j- ^ 

Zui dxi 


on, en developpanl el divisant par p., 




Jl h_V x'‘ ^ 

rJr, A 


L’cquatioii prec^denle ponrra done s’ecrire 


Cette equation, qm a lien poui A = i, 
qne 




4 - Blogp. 


cst une integrale 


, m, montre 


74. Admettons qu’en comloinant les proc^d^s ci-dessns, 
ou autrement, on ait renssi a obtemr p mt^grales dis- 
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tinctes (pi, , cp^ du systeme S, En prenant cp^, . , cpjp 
variables a la place de ? ocm^rp P^^' exemple, les 

equations X^cp = o seront ti ansform^es en de nouvelles 
equations de m 6 me forme, mais ne conlenant pas les deiiv( 3 es 

particlles ~ 1 
tions 

On aura done 


puisque <p,, 


, (pjo sont des solu- 


X^*<p = 


-y xt 


= 2 , 


do 

, k — p 


do 


■ «), 


les X* elanl des fonctions de o,, , 9 ^, , 

SoientB'(f, . , B^(f, les tiansformations infimtesimales 
que Ton suppose connties On am a 



(i=ii,2, , 7 ), A — 7?z H-/? -f- r, 

D’ailleurs, elant une integrale, B^cp^= sera egalemcnt 
line mtegrale Si nous admettons que nous ayons Lire lout le 
parti possible des precedes ci-desstis mdiqu^s, cette int^~ 
grale ne sera pas nouvelle, inais se reduira a une fonction de 

5 ?/> 

Posons, pour abr^ger, 





et supposons que, parmi ces expressions, il y en ait q qui 
soienl hneairement disimctes, a savoir A', , 

Les suivantes seront de la forme 




les coefficients y ^tant des fonctions des [3, et par suite ^tant 
des int^grales. 
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troisiMif PAin li- 


en API ike I 


Cela pose, on am a ^videmmcnt 

~ + -H B^cp -h Dt^cp, 

DHcp cLant une nouvellc Liansformatioii infimlesiinalc, qui se 
icdml a la forme plus simple 



Admeltons qiie, paimi les transformations dc ceLLe sorio 
ainsi determinees, il y en ait / ImeaueincnL disLinclcs D^cp, . , 

(p 

TouLcs les autres seront de la forme 


SiD^epH- -f-SjD'cp, 

ou les quantiles Si, , tr devront 6Lre des inl6grales, cl par 
suite des fonctions de ^p^ , , (fp 

Reciproquement, toule e\.pression de celte forme repre- 
sentera nne transformation infinitesimale du systeme S. 

En particulier, les tiansformations 

(D'ep, D^*-©) 

ne contenant pas dans leur expiession les ddiivdes ^5 v; 
deviont cHre de celte forme 

depp 


75 Cela pos(^, deux cas pourront se presenter . 

1® Si yi -I- / <; /i, les dqualions 

l)*cp =:0 {h=zi, 2 , ,,7?7,i~r,o, 

enlie les 777 + n ^ y? variables r , , , 00, 

{fn )fp etanl traitds comme des param 6 tres) formcnl un 
byslkne coniplet, en vertu des relations 

(X^cp,X^^cp)=:0, (D^<f,X^<p) = 0, 

(D'=<P, D*cp) = eJ^'^^D'ep H- . 

Ce systeme admetira done n — p — / integrales, 
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soiit evidemment celles des integrales du sysl^me S 
qui ne sont pas alterees paries transfoimations D'<p, ^ D^’cp 

Lorsqu’on les aura trouvees (par rmtegration d^un systeme 
de n — p — / equations differentielles ordinaires), les ; in- 
tegiales encore mconnues dependront de FinL^gration d’uu 
second systeme de /' equations differentielles 

L’avantage obtenu dans ce cas consistera done a deconi- 
posei en deux le probleme de la icclieiche des integrales 
. f fn encore mconnues 

' 2 ^ Si /; q- / = /? , la connaissance des transfoimations 
D^cp, , D^o? fournna un niultiplicateur du systeme 

Sou, en effet, 

(/r — m -+-/;*+■ I, ,m-hn), 

et designons par A le determinant des coefficients par J 
lejacobien des integrales mconnues parrappoit 

aux vaiiables 

Formons le produit AJ par la regie conniie, on obtiendra 
iin nouveau determinant I, dont les elements sont les quan- 

tit6s D^cp/f. Or ces expiessions sont des integrales, done | 
seia une int^grale , d’autre part, J est un multiplicaleur , 
done I sera egalement un muUiplicateur 

Or cette quantity est ^gale a quantite connue 

V. — fitude directe des integrales. 

76 . Les iiK^thodes que nous avons exposees ]usqu’a piesent 
avaient pom but de trouver I’mtegiale generale des equations 
diffeicntielles Mais elles ne reussissent, comme on Fa vu, 
que dans des cas foit lanit^s, et nous ne pouvons meme as- 
surei que Fintegrale cliercli^e existe en general, car son exi- 
stence a 6 1(5 admise sans demonstration 

II est done n^cessaire de reprendie le probleme de Finte- 


I 
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gration, en le precisant, de manicre a le rcndre determine 
La question ainsi posee pent se formuler ainsi 

Etant donne un systeme d^equations differ entie lies 
not males 


demonii er quhl existe, sous cer tames conditions a pre- 
cisely an systeme unique de Jonctions y^ . jouissant 
de la double propi lele de satisfaire d ces equations , et de 
prendi e t espectwement des valent s donnees y^^ 
pout line valeui donnee Xq de la vat table independanie , 
2 ° Bonnet une methode qui permette de calculery as>ec 
telle appt oximation qiion voudtay la valent de ces Jonc- 
tions pour toute valeur reelle on iinaginau e de 

3^' Enfiny discuter les cas d^ exception on Ic^ resultats 
etahlis se trowent en defaut 

77 Siipposons tout d’abord que les vauablcs cL Jes fonc- 
tions consider^es soicnt reclleSj et consideions, poui eviLci 
des longueurs, le cas de deux equations 


dx 






d. 


tU =) 


Nous devions admettre pour la demonstration 
I"* Qu’aux environs du point J'o? ^o) les lonctions /, 
sont continues On pourra done assignor un domame D 
delini par les relations 

— |y — rol<', I- — -o|</ 

dans lequel les incgalitcs 

r|<e, jy-.G|<s 

cntiameront les suivantes 


I /(•^') r', /(•»>/, - )| < A, 

l/iC*® ) ^') y*! ( y > ■") 1 

\ tendant veis zi^ro avec e 
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2® Nous admettrons en outre qiie dans ce meme domaine 
on. aiL coasLammenl 

I /. /(^*?. rl + l-'— sll. 

l/i(-3;, 7 ', y, 5 )l<OT[|y' — 

m designanL une constante fixe 

Les conditions ci-dessus, seiiles n^cessaires a la demon- 
stration, seront evidemment satisfaites si aux enviions du 
point (^o,yo7 3 o) Ics foncLions /, /^ admettent des derivees 
paitielles finies 

SupposonsJes renaj^lies Sou M le maximum des modules 

de /, /t dans la region D, et soit p la plus petite des deux 

, r 

quantites / , 

Donnons a x une valeur quelconque assez voisine de X(^ 
poui qu’on ait 

j X 0 1 p 

Siibdivisons I’lntervalle XqX en intei'valles partiels Xo^h 
x^Xo, , Xn-.\X^ et determmons les quantites j'l, 
yi) ^2 5 ) JK? ^ lelations 

/i— yo, 

^ 0 ^/li^Qy Xo) ^0), 

/Am — — 

f y k‘> '^a)(«^A -+'1 ^a)> 


On dediura de ces relations 

I/A — 74 ?l 7 i— -t-|/i+i~//| 

<M[|j;a — ar/,.,! -t- — j?;|] = M|iB4 — ^,1 

I^A — — 
et, cm paiticulnr, 

I/A — /o|<Mla7* — «-oj <Mp<7, |a;a — 5o| <t 


QO IROlSltME PARTIE — CIIAPIIRE I, 

Les poinls y^^ Zi) , sortiiont done 

pas du domaine D 

78 Si les mlervalles parliels^ sont infinimenl petUs, les 
valeuis finales z Lendiont vers des limiLes detciminees 
Pour I’elablir, considcrons deux modes de division A, A' 
dans lesqiiels les mlervalles soient tons moindies que la plus 

£ 

peliLc S des deux quantiles s, ^ et ddsignons par j?/, ^ ety, 

s' les valeurs finales oblenues pom cbacim d’eux, nous 
anions a prouver que y — y eL z lendenl vcis zero 
avec e 

Nons pouvons evidemmcnl admetlre quo ions les points 
de division qiu figment dans A figurent aussi dans A', smon 
nous poiuiions comparei successivement ces deux divi- 
sions A, A' a line Lroisieme A" formee avec tons les poinls de 
division de A et de A' Ajant piouve quey — y, z ’' — ^ d’une 
paiL, ety — y, z ^' — z’ d’autie part, tendent vers zero, on 
vcrrait immediatement que leuis differences y — y, z' — x? 
tendent aussi vers zero 

Soient done 


^0) *^02) 5 '^1: j 

•^Alj 

? ‘^A-4-13 ‘ 

> 7 ^ 

les points de division de A', 




7\)) y^ 1 j 0 2 j j y if ) 

y.yn 

) Tk^-i j 


•^0) **0 U '“0 2 ’ J U > 

-^A? -^AiJ 

7 ^A + 1 7 

„/ 

7 " ) 


la suite des valeuis conespondantes des deux variables z^ 
nous aurons 


/a HI y ki-i '^Ai) '^A/); 

d’ou 

yHi-yj — iyk^i-yk) 
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el, par siiile, 

"'"X ^ -a)I k/,-M - V,, ] 

Mais on a 

J'/aj -^/u) J {^h ^k) ^ k')\ <\ f y hi^ ^ki) fi^k)yf^) -^/jI 

■^-|/(^/o -k) — f{^k,yh, -k)\ 

Le piemici teime dn second niembrc est moindie qiie 1, 
car on a 

\^ki-~^k\<^<h ly'ki — yk\<^^^kl — ^^k I < M 0 < e, 

Le second est moindie qiie 

On aura done 

\yk,i-n-^i\<\yk—yk\ 

-h [ }v -h 7?l ( I — J k\-^-\^K — I )] I — ^k\ 

On liOLivera la in^me limiLe sup(^rieure pour 
Ajouions ces deux inegalites, el posons pour abreger 

l7i-7A|-Hbl-^A|+^ = UA 

Nous obticndrons la i elan on 

Ua+.i < Ua ( 1 4- 2 I ~ 1 )< Ua I 1 

Multipliant ces megaliths, jI vienl 

b'-7l + l-'--l + ^=U<U„e=«l^— «1 

Or, on a/J,=jKoj done Uo=--* Gelte quantite 
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tend vers zero avec s, et il en sera 6videmment de m&ne 
pour \y — y \ el | 

79 Les valeurs limites des qnantites y, z amsi deter- 
minees pourcliaque valeurde^ dans ledomaine \x — ^o|>p 
sont des foncLions de oc Elies satisfont aux equations diffe- 
renticlles propos6es 

Soient, en effet, y --l- Ay, z -h les valeuis de ces lonc- 
tions correspondantes a ^ Intercalant enlie x et 

X-]- Ax des points de division To, , nous aiirons 

7 . 

+ =/.) — /(JJ, — xa) 

Or, SI nous supposons A^ <; 5, le Lermc qui multiplie 
— T/f) aura son module moindie que \ La somme du 
second membre a done un module momdre que 

\ xh+i — X^\ — XAj;, 

ct sa limite ne pouria surpasser cetlc quantite On auia 
done 

^=f{x + 

R etant im rcste de module momdre que X, qui tendia vers 
zero avec At Done / a bien pour derivee f{x, y, z) 

On vena de memc que z a pour derivee /{ (t, y, z) 

80 La solution que nous venons de Liouver est la seulc 
possible 

Soient, en effet, Y, Z deux fonolions jouissant commey, 
de la double proprx^t^ de satisfaire aux Equations diffc^ren- 
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tielles et de se rddinre a pour x=Xq Les fonc- 

Uons Y — JK? Z — z auront respectivemeiifc pour d^iiv^es 


f{a), Y, Z)~ y, z), 

Y, 7, z) 

Elies sent done conlinnes et comme elles s’annulent pour 
X = elles ne pourront acqueiir une valeur differenLe de 
zero qu’apres avoir passe par toutes les valeurs mterme- 
diaires 

D’auLre part, en verta de nos hypotheses, tant que Y — 7, 
Z — seront moindres que e en valeur ahsoliie, le module 
de leur derivee sera < m ae, et le module des fonctions 
elles-mSmes sera moindre que m,^t\x — Xo\ 

IL en resulte que dans tout I’lntervalle de Xo — 7-^ a 

^ les modules de nos fonctions seront << i tant 

l^m 2 

cju’ils seront << £ Ils nc pourront done atteindre aucune 

des valeurs compiises entre ^ et e, ce qu’ils devraient faire 

pour pouvoir atteindie on depasser e Done ils resteront 
toujours moindies que e, quantity arbiLiaire Ils sont done 
necessairement mils 

Le m6me raisonnement montre qu’elant mils au point 

T 12 

Xq '+• 7 — j ils le seront encore de Xn -f* 7 — a ^0 + 7 — > > 

[[771 L[77l 

el enfin, dans tout le domaine de x^ — p a ^0 + ? ou nous 
avons pu definirles fonctions 7, 

81 Passons au cas des fonctions et des variables com- 
plexes Soil encore 

nn sjsteme de deux equations differentieiles 
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Nous admettions ici qiie (^07 JKoi ^0) soil an point ordinaire 
pour les fonctions /^ On pourra done, pai definition, 
tiacer autoui de Tq, jko? ^0 des contours fermes K, K^, 

Lels que /, /i, etJeurs denvees partielies restent monodroxncs 
el continues, tanl que JK? ^ sorliront pas de ces con- 
tours 
Soient 

d, d^, les distances minima des points ^0^ JK07 ^0 4 K, 

, K'. 

S, S^, S'Mes peiimetres de ces contours, 

M line limite superieure da module do /et de /i, lorsque 
y, z decrivent respectivement ces contours 
On pourra ecu re 

f{x, y, — a„)«(j — jo)P(~ — -o)^ 

yi (J'j J ) -) *o)“(jK /o)P(" — 

ces dcveloppements restaut comeigenls lanlque les modules 
de ^ — Xo) y — J'oj — ^0 lestciont inferieuis a d ^ d . 
D’adleiirs 

n o — ^ Jo, -0)^ 

ai dx^dj'^dz^ 

ct Ton aura (T I, n° 206 ) 

^ _MSS'S^' I 

K'ccpyk 

et, c/ foj tioj i, 

ka^Y I < ^ ’ 

cn designant par/’ la plus petite des quantiles d^ d\ et 
posanl, pour abr^ger, 
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On obtiendrait la meme lirniLe pourle module de ftapy* 
SoienL enfin 4- A*, I des poinU assez yoi- 

sinb de Xq, -^o pour qiie les dioites qiii les joignent a ces 
dernieis points soient respectivemcnt comprises dans I’lnle- 
iieui des contours K, et soient S, S^, 8'4es plus coiirtes 

distances de ces droites a ces contoiiiSj on aura 


I [/( '^0 H- Ko + A, -To 0 — /(^o? d'o 5 ^o)]| 


(2) 


/ () 0 d \ 

d~f — 4) — ^ ^ jiry Xo H” A^, 


=/'iAi , m , lij^jL 

0 S' 5" ; oS'S" 


82 Ces pieliminaiies poses, clierclions a deteiminer des 
fonctions z qiu satisfassent auA equations donnees 


^ ==/( ^ ^ )« ( J — yo ) P ( - ~ -0 )4 

— ro)P(- — -o)^. 

et qui, pour x = ^oj se reduisent i especlivement a ~h A et 
a ^0 “h A A* et / designant des constantes tres petites 
Nous poserons, a ceL elTet, 



jr-/o = A+^C,v(^-^o)^Ai';vl 

j ;;-r„ = Z j (l^,v =0, ,co) 

Siibstiluons ces valeurs dans les equations (3), ddvelop- 
pons le second membre siiivant les puissances de x — ^o? 
A", Z, et egalons les coefficients dii teime geneial, il vien- 
dra 


(X H- l)cx_i i,p,v — Fj (X -t- l)c/x4-i,(j,v — ' 
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F et ^ eLant cles polyn6mcs a coefficients positifs, formes 
avec ceuxdes coefficients 6, c, ou la somme des indices 
nc surpassc pas X -H- p. -h v 

Les equations prec^dentes determinent, successivement ct 
sans ambiguite, les coefficients c et ilb sei'ont donn6s par 
dcs expressions dc la forme 

( 5 ) C) |jv — Fxjjvj |iv ^ 

Fxuv ct etant cles polynomes a coefficients posilifs, for- 
mes avec les cjuantites a, b 

Les expressions (4), on les coefficients c, d scronl d(5Lci- 
mines par les Equations (5), salisfont evidemmcnt aiix con- 
ditions du probl^me Si Ton y gronpe ensemble les termes 
affcctes des memes puissances de k et de /, on obtiendra un 
lesultat de la forme 

2 Spv A ^ T,J V A I' I-', 

S|jv el Tjj^v cHant cles series qui piocedent suivant les puis- 
sances de — Xq 

Eq snppnmant dans les expressions pieccdcntes les tci'mes 
qui dependent dc A et de il vienclra 

J ^''o^Sqo, Z = Tqoj 

ct il est clair i"qnc ces equations donnenl un sysL6me d’ln- 
tegrales c[ui se reduisent a yo, pour x = 2 ® qu’on 

aura 

^ __ I .. __ I dJ^-^-^Too 

d/ijd^' Oy^.dzl 

83 La m^thodc c[ae nous venons de suivre suppo.'.c 
evidemmcnt que les scries sur Icsquelles nous op(3rons 
sont absolument convergentes Nous aliens verifier qu’il 
cn est amsi lant c|uc x — Xq seront suffisamment 

petiLs 
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Remplacons, en effet, dans les series (4) chacun des coef- 

N 

ficienLs qiiantite bmite snpeneure 

de son module, et les quantUes k, I par une meme quan- 
tile positive m, ail moms egale a [A*! et a |Z| Nous ob- 
Liendions de nouvelles series, a coefficients posiLifs, eldont 
cliaque terme aura iin module au moms (^gal a celui du 
terme correspond ant des series primitives Gelles-ci seront 
done absolumenl convei'gentes si les nouvelles series le 
sont 

Mais ces s6iies sonl evidemment cedes que I’on obtiendrait 
SI Ton clieicliait a determiner des fonctions Y, Z, qiii se re- 
duisent a jo + -f- rn pour x = et qui satisfassent 

aux equations difTerentielles 

__ N 

— [, _(a;-a;o)][A — (Y— j„)][r — (Z — 

__ N 

dx “ [/ -(>r-^(,)][7 — (Y— jo)][/ — (Z— -o)] 

Oi on pent mtegrei direcLement ces equations et s'as- 
surer que ces fonctions Y, Z existent, et sont developpables 
en senes convergentes quand m elx — Xq, sont suffisamment 
petits. 

On en ddduit, en effet, 

dZ — dY, 

et, en integrant de Xq k 

2, — rz: Y — 

Substituant dans la premiere Equation, il vient 

N 

dx ■” [r — (il? — ^o)][^ — (Y — Xo)]^ 

J — Cows, III 
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Oil, 


en separanl les variables eL mlegrant de a ic, 


-(Y-^^o)]'-^/ - m)^ - N log — - - 

ct enfin 

(7) Y-yi)=/ -»0^ + 3NIog(^i- 


La fonction de m cl de r 

— Xq amsi defmic n’a 

deni men t 

de points critiques 

que ceuK pour lesqucls 

a u rail 

— ^0 _ „ 

J — —0, 

; 

d’ou 'X — Tq = r 

ou 

(; — 3 Nlog 

(i_ , 

d’OLl 


f7-7W)'5 


X Xq — ^ 

— re 


Si done on assnjeLtiL m Xq aiix conditions suivanLc* 

(ou q designc line quantile positive < / ) 


m~q, 

1 » — a"„| < / — / e , 

Y— j'„ restanl, raonodrome et conlinu pour Ions les sys 
lomcs dc valcurs considcids, sera developpable cn tine sdri< 
proc(5danl suivanL les puissances de m ct de a? — Xn et con 
vergente dans les lirailes ci-dessus 

Cette sdue sc dcdmrail d’ailleurs de la sdrie (4), qn 
donne y — yo? rempla^ant Aj I par 111 ct les cocfbcicnL 
e)(jv pax unc Inmte supuneurc dc leurs modules On ob 
licndra unc luniLe supdricurc de la soinine des module 
de ses Lermes, ct a fortioi t unc limile sup6iicmc du mo 
dale dc rcmpliiQant in par q^ el X' Xq par soi 

module dans la sdiic, ou dans I’expression dquivalcnLc (7) 
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Done 

\y — YA<r — — 'ZP-I- SNlogj^i — 

et ]’on obtiendia la meme limite pour le module de ^ — Zq 
Si nous supposons maintenant que q tende vers zeio, la 
limite du module de cc — deca de laquelle la conver- 

gence esl assnree, tendra vers la quantite fixe 

/ 3 

1 — 1 e 

que nous designerons par p Et, si | r — esl assnjetti 
a rester < p — S, o elant une quantite positive qiielconque, 
\X — yo\ el — -^^ol resLcronl constamment inoindies que 
/ — £, £ elant une quantite positive, determinee par la le- 
1 a lion 

E = 3Nlog(^i — 

Nous oblenons done, comme consequence de loute cettc 
analyse, Je iheoieine suivant 

Les equations (i) admettent un systeme d^integi ales 
z qiii se reduisent dyo^ Zq^ poui x = Xq Ces integtales et 
leiii s del wees successwes pen i cippoi t aux pai amhtres y^^ 
Zo) sont developpahles suwant les puissances entieies et 
positives de x — en series coiwei gentes, tant que le 
module de x — x^ seia moindre que La quantite fixe 

p 

Enfin^ si ce module leste infeiieiu dp — 8 , les modules 
(lf> y — Qi de z — z^i esLei out infer lew s dr — c, s Ham 
une quantite positwe, ddpendante de S 

84' Les senes y, que nous venons de deieiminer, con- 
stituent le sen] systeme de soliilions des equations differen- 
lielles qui se i^duisent a jko? "poiw x = Xq* 
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Pour le monlrer, consideions nne ligue recLifiable qud- 
conque L parlant du point et siipposons ^aslreint a par- 
coinn cetLe ligne Soienl Y, Z deux loncLions definics Ic 
long de cetLe ligne, lesquclles salisfasscnt aux equations dif- 
fer entiellcs, el se reduisent ajKo, ^0 pour ^ Nousallons 

elablir que dans toiite la pailie do L ou — ^o| < P ““ 0? 
/] etaiit line qiianlile fixe quelconquc, on aura neccssaire- 
ment Y •= j', Z = 

On a, en effet, dans LouLe cetLe portion de L 

I/— J'ol</ — 

0 designant une qiiantite fixe qiii depend dc f\ 

Les fonctions Y —y, Z~ z admetlonl, par liypolhcsc, les 
dcrivecb 

/(X, Y, Z)- fix, 7 , z), 

Y, Z) y'l -^) 


Elies ne peuvent done varier que d’une facon continue, et 
leuis modules, nuls au point ongme de L, nc pourronl 
attemdre ou depasser un nonibre e (que nous supposcrons 
infiniment petit) sans avoir franebx LouLes les valeurs inlcr- 
mediaires 

Or tant que ces modules seront < e, on aura 

|Y-y| = | f\f{x,Y,Z)-^f{x,y,z)]dx 

jY-y|+|Z-^| N 
< 3 £ (3 ^ > 

s designant I’arc de L coinpiis enlre ot x 

Si nous prenons ^ celte expression scramoindre que 


i6&N 


Equations diff^rentielles oruinaires. 


lOl 


et SI I’aic $ est moindre que la quanLile finic 


die sera 


niomdre qne ~ 

Done sur cet arc finj Sj | Y — (et aussi |Z — ^ |) nc ])our- 
ront prendre aucune des valeiirs comprjses entre ~ cl e Ils 

ne pourront done atteindre m depassei la valeiir £, cellc-ci 
etant arbitraire, ils seront necessairemcnt nuls 

On verra de meme que |Y — y\ et |Z — -g| seronl mils Ic 
long d’un second arc de meme longueur que le precedent el 
liu faisant suite, ils seront done nuls tant que — ^o| sera 
<|p — /)|, ct enfiii, /) dant aibitiaire, tant que |.'r — ^o| 
sera <; p 


85* Nous avons etabli, par ce qiu precMo, qu’il existc an 
systeme unique d’lntegiales y, jz satisfaisanl aux conditions 
dll probleme EJles sonl donnees sous foinie de senes, dont 
la convergence est assuiee dans un cercle C de rayon p di^cnl 
autour dll point 

Si la vaiiable sort de ce cercle, on pourra determiner 
leur valeiir de proche en proche par le precede ddj5 employe 
an Tome I pour suivre la marcbe d’une fonction analytique 

Supposons que cc ddcrive une bgne L issue du point Xq] 
soient Xi un point de cette ligne, encore situd a rmtencur 
de G, Zi les valeurs correspondantes de y, z. On aura 

1^) — 1^1— !<•'') 1^1 — Lepoinl(ic,,jKo-i) 

sera done un point ordinaire pour /, et les dqiiations dif- 
ferentielles admettront un systeme de solutions se rddiiisant 
a ^ 4 , Z{ pour X — Xx Ccs solutions seront des sdries de 
puissances de x — , soit C^ leur cercle dc convergence 

certame, son rayon 

Ces dlements de fonction analytique ayant pour centre X{ 
seront contigus a ceux qiii avaient pour centre Xq et peimet- 
tront de ddlerininer les valeurs de de k x^^ x^ etant 
un point cboisi a volontd sur L, au dela de mais encore 
a I’mtdneur de Gj . 



102 


TROISifeME PARTIE. 


CHAPITRE I 


All dela de I’lntt^grale seia representee par de nou- 
veaux elements de fonctions analj^Liqucs ajant leiir centre 
en X 2 

Ell continuant ainsi, on finna pai ariiver jasqii’a Textre- 
inite de la ligne L, a moms que Ics layons dcs cerclcs sue- 
cessifs p, pij p 2 } • forment une suite convergente, 

auquel cas il poiiriaiL ai river que Ic precede nc permcLLe de 
siiivre la marche dcs integrales quo jiisqu’a un point delcr- 
znine x' de la lignc L 

Lorsque x se rapproclieia do en suivant la ligne L, 
diverses circonstances pouvant sc presenter 

1 ° L’une ail moms des deux qiiantit^s y, nc tendra vers 
auciine limite, on tcndia vers I’nifini, 

2 ° Elies tendronl Louies deux vers des limiles finies 
Dans ce cas sera un point critique pour I’linc an 

moms des deux fonctions /, fi En effet, si cc point etait 
ordinaire, il liu correspondrait un certain rayon de conver- 
gence p' Pour un point infiniment voisin de pus sur 
la ligne L, jk, - prendraient cles valours mfiniment 

voismcs de y, et le rayon de convergence p^^, cories- 
ponclant au point ^/z), scraiE mfiniment vojsm de p', 

au lieu d’etie mfiniment petit. On poiurait done, au moycn 
du ceicle Cn, determiner les valours de j/, au dcla da 
point x^ 

Le precede indique ci-dessiis pour sulvrc la marchc dcs 
integrales esL peu satislaisant au point de vue pratique En 
elFet, chaciine des valeurs success]vcsJ)/^ , * • - exige, 

pour sa determination, un ddveloppemcnt en s6rie, puis la 
somination dc cette stoe, opt^ration compliqude et dont le 
rcsultat ne pent en gendial &’obtenir exactement Or chaque 
erreur commise mllue sur Loiite la suite des calculs II faiidra 
done operer avec une tr^s grande approximation, sous pcinc^ 
d’alteier beauconp le rcsultat final 

86 La m^thode dite des quadi atures, que nous aliens 
exposer, est sujette k ce m6me mconv^nient, xnais donne 
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lie 11 a des calciils plus faciles Voici en quoi elle coii- 

I siste. 

> Marqiions SLir la Ijgne L line sene de points 5 ^27 • 

I inteimediaires entie et X, et suffisanament voisins Ics 

uns des antics, puis, deLerminons deux series de quanlites 

Z’ par les relations 

yi ^ 3 ^t) ^l)i 

^ f{ ^ni) y m 3 ) ( X ^rn ) 3 

'^t+l y I’i ^i) 

TJ ( ^/n3 (X ^ni)i 

el seiont des valeius approchees de Y, Z, et Pen ear 
eommise tendra vers zero a mesiire que Ton multiplieia les 
pojnts "inLermMiaires 

87 Nous jiisLifierons cette methode en cherchant une 
luniLe SLiperieuic du module de Pen ear commise 

Soienl ^ tin point quelconque de la ligne L, /"i, les va- 
leuis co]*iespondantes des integiales 

On pent deteuniner par lijpothese une qiiantite /, telle 
que y et /, soient developpables suivant les puissances de 
X — tant que les modules de ces quantiles 

nc siirpasscnt pas / Ce nombre / est une fonctioii de ? 

Si I se deplace sui L d’lme maniere continue, /j, ^ variant 
aussT d’line inani^re continue, il en sera evidemment de 
meme dc lequel admetlia im minimum diffeient de zero 
Sou R im nombre infencui a ce minimum 

Si le point {x, y, se deplace, de telle sorte qu’on ait 
eonstamment siir la ligne L iin point (?, /i, !^) fixe ou vanable 
poiii lequel on ail 

le point {Xj z) decrira iin ensemble borne et parfait ou 
les fonclionsy ct/, restent finies et continues Lear module 
no pourra done surpasser un nombre fixe p 

D’ailleurs, si \x — i|, sont < R — S, 



I 04 TUOISliiME PAUIIE. — GHAPITRE I 

3 designant iin nombic fixe, on aura 


17(^1 y> =)— /(^> n, Q|< — 


N eianl e^i 


{^izy 


Cela pose, siipposons les mlcrvalles^o^i ? ? > * ? 

Lous <)^ el clicrclions unc hmiLe sup(^ncure dcs modules 
des differences cn tie Ics valciirsy^, Z 

des inLegralcs aux pomls , . , ^7o X. ct les yalcuis appro- 
clices y'n y 2 p • t 2^^ On a 


jA-hl — /A 


1 1 

/(r, 

n 


Yu 


'/a=/(^a, J A) -a)(^A+1— -‘-^a) 


-I 


/(‘^A, Jl; 


d’ou 




Si nous supposons — yi,\, \ 


momdies que II 


Ic module de la quanULd entre parcnlkdscsncpourra surpassei' 

[I ~h I Yk'-^y/i I “*1“ l'^A“* ^|] ^ 

{\x — xj,\ cLant <; 1 ), on aura done 

iyAhi“-rAl?|}l“““.nl ^ 

H- 1 X -h I j'/ — /A I ““H I ^ — ^A I ] ^ I ‘^A 1-1 — -^'^A I 

On a unc indgalile semblablo pour 

Ajoutons ces deux relations, et posons pour abrdgcr 

\y'h-n\-'^ — a/J-|-X=:Ui. 

Nous obuendrons la relation 


U/h-kUa 




■^N 

S*- 




2 N 


s ddsignanl la longueur de la hgne L* 
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D’ailleurs au point on a d’ouUo = \ 

Cliacune des quantiles U^et a foitiori chacune dcs quan- 
tiles l/i— 7/,|, 14“^'^^! |Y'— Y|, |Z^— Zj seront 

done momdres que 

2N 

SI les precedentes sont momdres que R — S 

Cette condition sera satisfaite, si Ton prend X asseii petit 
pour satisfaire a I’lnegalite 

< R — 8 

La limite d’erreur ainsi troiivee tend bien vers zero avec X, 
comme nous voulions I’etablir La formule montre toutefois 
{’imperfection de la methode, cai Fare 5 figure sous line 
exponentielle dans Pexpression de I’eireur a craindre Pour 
pen que le champ d’mtegration soil etendu, il sera difficile 
de multiplier assez les points de division pour obtenir line 
approximation suffisanle 

88 On a souvent avantage a transformer les equations 
differentielles proposees par iin cliangemenl de variables, 
avant de recourir aux quadratures Ce precede constitue la 
metfiode de la vaiiation des constantes, dont nous aliens 
indiquer le pnncipe. 

Soient 

(8) + ^:=M'+aN' 


deux equations differentielles sxmulunees, ou M, M', N, 
sont des fonctions de cc, ^ et a line constante Ires petite 
Proposons-nous de troiiver im sjsteme d’lnt^grales j) , ^ se 
reduisant a jko? -Sq pour x = 

Si Fon negligeajt les termes en les equations se redui- 
laient a 



> 



(9) 



io6 
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Supposons qu’on pnisse clolerniiner, par lui procddc cpicl- 
conque une mtcgralc gcn6ialc dc ccs deux eqiialions, repre- 
senlcc pai deux equations 


(ro) ^ = tp (.r, c, c 

Lc sjsL(l:me d’lnfcgrales parLicuheres dcs equations (q) 
(Jill, pour se rediuscnt a jKoj ‘’Cra fourm par ccs 

(jqualions, en y donnaiit a c, d les valcurs Coj qui se de~ 
duisenl dcs (jquaLions 

JKo ( ^()» ^‘o )> ^ T ^0) ) 


Lc bysl(^‘iiic des inl(*gra1cs particulujrcs dcs tiqualioiis (8) 
(ju’on demande de irouver ponri\a dc memo (M,rc reprdsenU^ 
pai' Ics (Equations (lo), a la condition d’y considerer c, d non 
plus coniinc dcs constantes, mais comme dc iiouvclles incon- 
nues a dcternunci' on foncLiondc x Ges uouvcilcs variables 
devront se ri^duirc a Co, d^ pour ^ ; 2 ^ satisfaire aux 

(Equations cliirereiUiclles qu^on obticnt on suhsUtuant dans Ics 


equations (8), a la place dey^ 


dy rlz 
dj)^ (lx 


I curs vale 111 s 


y— f[x,c,d), z zit^{x,c,d), 
dr _ ()f ()/ do^ ()/' dd 

d^l ()x ()c (lx ()d (ix ’ 

dz d«p dep dc d<p dd 

(Id Od' * Oc (lx ' di ' dx 


Les equations aiusi obtcmics, rdsolucs 


dx^ 


prendrout la forme suivantc 


par rapport 


dc 
dx ’ 


dc 

dx 




dc^ 

dx 


=:P'h-.c(QS 


ou P, Q, P', sont dcs fonctions de a?, c, c'. 

Mais, si a 6tait nul, c et d scroient constants et lenrs ddri- 
dc (Ic^ • 

Z»’ Zr r<5duiraicnl i\ zdro. Done P el P' soul mils, el 
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les Equations precedentes se reduisent ala foi'me plus simple 


dc 

dx 


— «Q) 


cW 

dx 




On en d^diiit 




dx 


Les fonctions Q et contiennent, outie la vaiiable d’ln- 
tegralion les fonctions inconnues c, d Mais les deri- 
dc dd 

vdes -j -7 contenant en facteur la quantite a siipposee 

tres petite, sont elles-m^mes tres petites, done c, d varient 
lentement, et, sile champ dhntegration n’est pas trop etendu, 
on pouria, sans alterer sensibleinent les fonctions Q, Q', y 
remplacer les vaiiables e, d pai leiirs valeurs initiales Co, d^^ 
On n’aura plus alors qu’a integrer une fonction de x seuJ, cc 
qui est facile. 

Si le resultat obtena n’est pas jiige assez exact, on pouiia 
remplacer c et d dans les fonctions Q et par les valeuis 
fonrnies par cette premieie appioximation, et recommencer 
rmtegration, et ainsi de suite 


89 Nous ne nous sommes occupy jusqii’a present que de 
calculer les valeurs numeriques des fonctions y, 5 pom une 
valeur donnee de la variable II nous reste a tirer les conse- 
quences des resultats trouvds au point de vue des proprietes 
analytiqiies de ces fonctions integrales. 

Leurs valeurs finales Y, Z en un point qnelconqiie X de- 
pendent, d’apies notre mode de piocMer, non seulement de 
ia position de ce point, mais de la ligne L par laquelle la 
variable x se rend de ^ X. Toutefois, si cette ligue est 
telle que la valeur x de la variable independante en cliacnn 
de ses points, associee aux valeurs coiiespondantes y, z des 
fonctions integrales, donneun point oidinaire des fonctions/ 
et/,, on poiirra lui faire siibii une deformation infinmient 
petite quelconque sans alteier les valeurs finales Y et Z 
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En effet, chacun de ces points x est le centre d’lm cercle 
dans rmterieur diiquel y z sont des fonctions mono- 
dromes de X Le rayon R de ce cercle, variant d’une maniere 
continue quand x se dcplace sur L et n’etant jamais mil, no 
poiirra s’abaisser au-dessous d’un minimum fixe R' Si I’on 
trace autour de chacun des points de L iin ceicle de rayon R', 
ces cercles rccoiivriront une region dii plan dans rmterieur 
de laqiiellejK et seront evidemment monodromes On n’al- 
terera done pas leurs valeuis finales Y, Z, si Ton i emplace la 
ligne d’mtegration L par une autre ligne quelconque L' nc 
sortant pas de cette region. 

On pourra ainsi, sans alterer Y, Z, deformer la ligne L 
d’une fagon continue, aiissi long temps que les valeiirs simul- 
tanees de x^ y^ z correspondant a chacun dc scs points 
seront un point ordinaire de / et dey^i Mais, si L prend dans 
le corns des deformations une foime telle qu’en un de scs 
points Xj y, z soient un syst^me de valeurs critique pour 
Fune au moms des deux fonctions / et raisonnemcnt se 
trouvera en defaut et il pourra meme arnver que dans cette 
position de la ligne d’lntegration Y, Z nc puissent plus 6tre 
calcules par nos procedi^s 

Les points pour lesquels les valeuis simultanecs dc x^y^ z 
forment un systeme critique pour / ou/< pouiTont done etic 
(et seront le plus soiivent) des points critiques pour les lonc- 
tions integiales jKj ^ 

90 Pour obtenir les elements ni^cessaires k F6tude appro- 
fondie des fonctions mL(5grales, il rcsLerail * k diaerminer 
la position de leurs points critiques, 2 ^ a ^tiidicr les varia- 
tions de ces fonctions aux environs do ces poinls critiques 

Le piemier de ces deux problgmes est malheuieufaoment 
mahordable dans la plupart des cas, car et z figuranl, amsi 
que X, dans la definition de ces points, on n’a, cn g<5ndral, 
aucune m^thode pour fixer leur position a prion On nc 
pourra les connaitre qu’apr^s avoir achev6 I’^tude des int6- 
grales, qu’ils auraienl dit servir k faciliter* Il y a 1^ un cercle 
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vicieax, qui constitiie la piincipale difficulle du probleme de 
I’lntegration 

Suivant les circonstances, ces points seront isoles ou non , 
ils pouiront meme constitiier des lignes entieres, auquel cas 
les fonctions y, z n’auraient une existence definie que dans 
la region du plan que Ton pent attemdie, en partantdu point 
initial ^ 0 ? J^ans traverser ces hgnes critiques 

91 II existe toiitefois un cas extremement important, ou 
Ton pent deteiminei d’avance la position des points critiques 
c’est celui ou les seconds membres des equations differen- 
lielles sont lineaires par rapport aux fonctions mconnues 
Gonsiderons, pour fixer les idees, un systeme de deux 
equations de ce genre 

(II) + + ^ =A'j + B'=-i-G', 


OU A, B, , C' sont des fonctions de x Soil ^0 point 
ordmaiie de ces fonctions, on auia, tant que le module de 
X — Xq ne surpasse pas une quantile fixe/, des developpe- 
ments convergents 



j 


les coefficients 5^? ayant pour limite superieure de 
leurs modules une expression de la forme — 


Chei chons un sysleme d’lntegiales 






quI, pour x = Xq^ se rcduisent a ^>* 0 , Zq On determmeia les 
coefficients c/, e en substituant ces valeurs dans les equations 
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differentielles II viendia, en egalant les coefficients des termes 
en (x — 

(a -h =z aod} H- -h -h 4- . » 

+ ei -f- ciifo -h ^1^0 "+■ 

(X ~h i) <^X-M ^ ^'o ^A + + “1“ ^0 + 

+ ^iJo ^0 + C) 

Ces formnles lecunentes donneront, pour les coefficients 
rf, e, des expressions de la foime 

<i) — F), = 

ou F) et <I^) sont des polynomes lineaires et homogenes par 
rapport k z^) et aux coefficients e, c', les coefficients de 
chacune de ces qnantites etant des polynomes a coefficients 
positifs, formes ayec les 6, o! ^ V 

Nous obtenons ainsi cet important rdsultat, que les inte-^ 
grates cheichees z dependent lineairement de y^^ ^o* 


92 Cliei chons le rayon dc convergence ceitame de ces 
series Le cas le plus delavoiable est evidemment celui ou 
les coefficients a, c, o! ^ h\ d sont remplaces par les 
Jimiles superieuies de leurs modules, et j'05 ^0 lunile 

supeiieure m de leur module Dans cette hypothese, les equa- 
tions diflerentielles se rcduiscnt a 


dz dy 

dx dx 


M 


OL Xi 


if' 


■ 0 ^ 


On en d^duit 


dy 

di - 


M 

X X, 


(ay +1) 


et en integrant, apr^s sdpaiation des variables, 


-Uog 


2 y -1- I 


— — M r log ( I 


X — Xi 


— 1 _i_ 1 


-i-i) ( 1 


X — Xr 


— 2Mr 


Equations DiFFi^RiiNTiuiLFS ordinaires. 


1 1 1 


Cette fonction n’a qu’nn point critique, La 

convergence est done assuree dans tout le cercle de rajon i 
Done, quels que soient -^oj les integrales y, ^ seront 
continues et inonodromcs dans toute region du plan ou les 
foncUons A, B, G, A', sont elles-memes continues et 

monodronies, et ne pourront avoir d’autres points critiques 
que ceux de ces fonclions Encoie n’est-il pas certain que ces 
dermers points soienl critiques pour y et ^ 

93. Les exemples suivants, que nous empi untons a Briot 
et Bouquet, monlrent comment on pent effectuei I’etiide des 
mtcgrales, aiix environs de leurs points critiques 
Soil Tequalion differeiilielle 

/ X dy ^ 

CT2) “7- = TJ 

dj. 7 ) 

f y) s’anmilant pom ^ = o,y = 0 et adraettant ces va- 
leurs comme point oidinaire 

Clieiclions cedes de ses mtegrales qui s’anniilent pom 
So - — - 0 

Si nous considerons x comme fonction dey, il viendra 

(i3) ^=zf{a>,j) 

Cette equation admet ime seiilc integiale monodrome 
s’annulanl poiu y = 0 Sa derivee s’annulant egaleinenl, elie 
sera developpable en line s 611 e de la forme 

00 

9 

Siipposons que am soit le premier coefficient de la seiie 
qni ne s’anniile pas L’equation precedente, resolue pai lap- 
port a donnera un resiiltat de la forme 

-L — 

CcKc fonction a m valours correspondantes aux diverses 
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determinations du radical elles se permutent les iuk’^ 
dans les autres lorsqu’oii Loiirne aulour du point = o, (pit 
sera un point critique algebnque. 

Lc cas on tons les coefficients «« s’annuleraient a la Ibi^ 
echappe a I’analjse pre^cedente 11 faul et il suffit, pour cela^ 
quo ^ == 0 soil line solution de Pequalion (i 3) el, par suius 
que/(^,j') contiennc x en factcui Dans ce cas Tcqualioi 
^ = o, ne contcnanl pas j/*, nc permettra pas de tirer la vn 
leur dey en foncLion de x L’equalion ( 12 ) n’adinettra dotu 
aucune integrale qui s’annule avec x 

94. Considerons, cn second lieu, FiSqualion differentielfi 

ou /(^, jp)ala meme forme que dans Pexemple preced(»ut 
Cherclions a determinei les mtcgrales de cette equaliouj qti 
s’annulent pour = o 
Soit 

f{x,y) — \y • 

Substituons, dans F^qualion differentiellc , a la place de.) 
une sene 

(i5) r ^ c^x CiX^ -\- , 

et egalons les coefficients des memes puissances de x dm 
les deux membies Nous obtiendions unc suite d’4quatioi 
de la forme 

'PlA, 

OU cpjj, est un polyn6me a coefficients cnliers positifs, forii 
avec les coefficients a, et les quanlU6s c^, , 

Si \ n’est pas un cntier posiuf, on pourra r^soudre vt 
Equations par rapport aux c, cL Ton en dtadmra unr^sultat t 
la forme 

— 4'{l5 

etani une somme do terines ayanl pour num^rateur i 



Equations diff£rmtielles oiidinaiiies. ji3 


prodmt de coefficients a, mullipli6 par un entier positif, cl 
pour denominaleiir hd prodmt de facleius de la forme p — X 
Ces dermers factcins soni tons dilferents de z<5ro, e( leur 
module cioit indefini merit quand p augmenle On pouria 
done determiner line limite inferieuie I de leiirs mo- 
dules 

Cela pose, la sene (i5) satisfaiL a F^qualion (i4)) il 
fant piouvei qu’elle a an layon de convergence ccrtainc Or 
un accroiLia les modules de ses termes, en y lemplaoanl, 


M 


(1 Line pait, les coefficients pai les quanlites limites 


superienres de leurs modules, et, d’aiiLie part, les facleius en 
denominateur par limite infeiicure de leurs modules Mais 
la nouvelle sene, ainsi obteniie, est evideinmenl ccllc que 
[’on tioiiverait en cherchant a developper la lacine infini- 
rnent peLiLc dc I’eqiialion algebriqne 


7 

ly^ ~x- 


M , M 

- ^ H- 


cL converge pour des valeurs de x suffisammenl pelilcs 

9S Poiu reconnailie s’ll existe d’aiities inldgrales quo la 
sene que nous venous de determiner, et s’annulant egale- 
inent pour r = o, posons 

y =1 c^x -4- xr, 

^ ctaut line nouvelle vaiiable SubsLituanl cetle valeur dans 
I’equation differentielle et supprimanl les termes indcpen- 
dants de qui se detruisent, nous obliendrons requation 
transformec 

(l6 ) X b^^Z -f- q H- ) 

Nous avons a clierclier une solution z de celte equation, 
r — CouTs, in 8 



'iRoisu'Mr iHiini:. 


CHAl’IlUn I. 


t[ui ne soit pa's conslanuucnl iiullc aii\ environs du pomi 
mais ([111 L{3ii(l(' V('rs zijro li>rs([ii(‘ r lead via'*) zc'to 
suuanl line loi convcnalilc 
Soieul done 

Xq un ])oinl voisin d(' rori^iiK*, 

la vali'ur ('orros[)oad<uil(' d(‘ z, 

L inu^ li^ne allaal (1(3 r,) a rorifjiiu*, el le]l(‘ (pic z Uauh^ V(n\s 
/.(‘ro ([iiaiul V (h'cril cctle lif>nc 

L\V[ualion (i()) |)()uria s’('‘C‘nr(5 

(/«.» 1 Aijfj <C I j Cl ! ^ 

H -3 I 1 ) X 1 ”* I- 1 , 

ou, cn snpposanl ipu' \ ne soil [las md H d(Weloi)[)anl (oi 
scnc le (l(';aoinnmlciir dtj (/z^ 


dz dr 
Iz J 


/ ^ I f * , 

(Co l-c,33 [- )dz h ’ 


A I I . 

cl, ('ll inli'granl vhi ./'o a a; Ic loii^ d(‘ la L, 


d.v 


A ^0 


1 


(Co h ( I 


'.I 


/>io H /^o r \ 


1 ^, 1 - I * 


Si .c l(‘nd vers zi'm, z tcndanl c|>alcfU(‘nl viirs /a'ro, Ics in- 
l(''^iat(\s dll sci'ond nunabn' l(aidr(ml v('rs dcs limilcs (iiu(‘h v\ 
(UaiH'iunHn's. Le si'eond nuaahro sera doin', di' la (driuc A \- c, 
A (Htuil ini(‘ I'-onslaiile (‘I c s’amiidanl uvee .r. On aiini pai‘ 
buile 


11*011, cn passanl dos lo^arilhnujs aav noiahros, 


/A(A I a) 



•^0 




c ddslt^nant nno (juaalil(5 fluie cl diffdrcnlc cle ziSro. 



Equations dif1'15:rentiellfs ordinaires. ii5 

Pom qixe s tende vers zero, il est done necessaire qiie 
tende vers zero en memo temps que x, Disciitons cette con- 
d] tion 
Soient 

Xz=z p(cOs0 4- iSinO), 

on aura 

Qiiand x tend vers zeio, son module p tend vers zero, son 
aigument 0 pouvant varier d’lme manieie aibiLraire, suivant 
la nature de la ligne suivie L Pour que x'^ tende vers zero, 
il faut el il suffit que p Logp — tende vers — oo 

Soil d’aboid g = o Celte condiLion seia toujours satis- 
faite, quelle que soit la ligne L, si est positif , mais clle nc 
poinra jamais T^tre si p est negalif Dans ce deinier cas, il 
n’evisteia done aucime mtegrale de Tesp^ce chercliee 

Si q n’est pas nul, on pourra toujours determiner 0 en 
lonctioii de p, de telle soite que la condition 

]im(/3Logp — <70) = — 00 

soit satisfaite 011 ne le soit pas Mais ici il convient encore de 
distinguer le cas oii p est positif de ccliii ou il est negatif 
Si /? > 0, la condition precedenle sera satisfaite tontes Jes 
fois que 9 seraassujeLLi a vaner cnlre des limites finies Pour 
que ne LendiL pas vers zero avec il faudrait done que la 
ligne L ful une spirale d^ciuvanl an nombre inGni de revolu- 
tions aiitour de Porigine 

Si /? < o, le contraire auia lieu et x'^ ne pouria tendre vers 
zero avec x que si L est une semblable spirale 

96 . Ges pr^limmaires poses, nous aliens demontrer qii’a 
cheque valeui de la constante c correspond une mtegiale de 
r^quation (16), developpablc en une sene a double entree 
suivant les puissances de ^ et de et conveigentc tant que 
ces deu\ quantit6s seiont siifGsamment petiles 
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Il6 

Posons en effet 




I’^qualion (i6) deviendia 


(17) 



H- ^01 ^20 ♦ 


) 


Subslituons pour u une sene a double enliee 

(|J,V = 0, I, , 00 ). 

Egalant les coefficients des m^mes puissances de x dans les 
deux membres, il viendra 

( (J -f- Xv ) C|JV — P[JV> 

Fj/v etant un poljnome a coefficients positifs, foimc avec 
ceux des b et des c on la somme des indices csL moindre que 

Celle de ces equations qui donnerait Coo osl identiquc, cc 
coefficient resle done mdetermme, etl’on pourra liii assignor 
la valeur donnee c 

La resolution des autres equations donnera 


cpjj.v etant un polynome dont chaque terme csL im produit de 
lacteurs multiplie par une puissance de c et par un eniier 
positif cL divisd par un prodiut de facleurs de la forme s 
s Qlt etant des entiers positifs, dont Tun pent 6Lre nul 
Le module des facteurs s -{-Xt = s pt iqt est difffi- 
lent de zero et croil ind^fimment avec s on t (I’hypo these 
^ = 0 , p d 0 , etant exclue par ce qui pr(5c^de) On pourra 
done trouver une limite mferieure telle que I’on ail 

1 ^ ~h X /I I > 77^ 

pour toiite valeur de ^ el de ^ 


Equations dipf^uentielles ordinaires 


X17 

Ija s^rie que nous venons de determiner est tine solution 
de I’equation diffeientielle (17) satisfaisant aux. conditions 
posees, solution admissible tant que la s^rie sera conver- 
gcnte Or on diminue evidemment la convergence en rein- 
placant partout les facteurs par c par son module C 

et les coefficients pai les quantites limites supe- 

iieures de leur module Or on voit sans peme que la nouvelle 
sene obtenue est celle que Ton tiouverait en cberchant a 
developper suivantles puissances de ^ et de celle des deux 
1 acmes de I’equation 


7?u’ = ;?i C -f- 


/M M , 

— r H 

\ ^ f 



) 


= mC-^Mp 





qui se lediiit a C poui x = o, = 0 
Mais celte racine est evidemment continue et monodiome 
tant que les modules de x et de resteront au-dessous d’une 
certame limite Done, tant que cette condition sera satis- 
faite, 9 sera developpable en sene conveigente suivant les puis- 
sances de X et de et la s^rie qiii donne u sera a Joi tiori 
convergente. 


97. Supposons mamtenant \ enliei et positif S’ll est > i , 
posons 

«io 

L’equation tiansfoim^e en diyisee par le facteur com- 
mun x^ prendia la forme 

^ ^ ^ ^20-^^ + ^11 H" 

et sera semblable a la primitive, le premier coefficient \ 
^tanl diminu6 d’une unite 

Par une s^rie de transformations analogues nous pourions 
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on aura 


[ |x Xv )xV — V p- 


M- Xv)^F J 

SubsLiLuons ces valours de 7 ^ dans Tequation pro- 

posee et cgalons les coefficients des m^mes puissances de x 
cl de t dans les deux membres. Les termes en t se detunsent 
idenliquement j ceux en x donneront 

(i X)Cio — Goi +A|o“ 0 

Enfin on aura generalement, lorsque pi 4 - v > i, 

(^0 (p-H-Xv ^0 G[jv ('^ 4“ l) Gjj v+i ^pvj 

(pjiv etant le coefficient du terme en xV dans le second 
membie de I’equation D’ailleurs on voit sans peine que 
est une somme de termes de la forme 

KAa j Gjj ^ V, V, 

oil K est im coefficient binomial et ou les indices a, [ 3 , 

Vi; satisfont aux relations 


(i,i4- +p.prz: jj, — a, 

Vi -h -hVp”V 

Ges (Equations permeltent de determiner de proche en proche 
tons les coefficients C{;.v en fonction de Gjo? qui leste arbi-- 
iraire 

Ce premier coefficient etant suppose reel et positif, la re- 
solution des equations precedentes donnera pour G^v une 
expression de la forme 

Gjxv = E[jv> 

Fjxv ^tant une somme de termes posilifs dont chacun est le 
produit • d’une puissance de G^ 0 J 2 ° d’une puissance de 
Go< = Aio4-(i-~“5^)CiO) 3° d’lm produit de coefficients Aap, 
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4 "^ d’lin facLeui numeriqac indcpcndanl do X, Ic lout divise 
par un produil de fdcteuis dc la forme 

[X -f- X V — X j p ^ -~h’ Xv ^ — X j » • n 

On remarquera d’aillcurs que Ic noinbic de ccs fad curs, 
qu3 ligurentamsi au denommateur de chaque Icinio, iic peui 
sui passer 2 p + v — i 

Supposons en effcl que cc iheorome soil vrai ponr loos 
ceux des coefficients dont Ic pi’cmiei mdicc ('st < [/, cl pour 
tons ceux dont Ic premici indicc est dgal a p. cl Ic second 
indiee <^v Si nous subsliluons pour ccs coenicionls lours 
valeuis dans Tequalion (21), die donnera pour Cj^v one 
somme de termes dont Ic premier Contiendra cu dcnomina- 
leuis un nombre de facteuis au plus (5ga] a 


1 "-h 2 ( (J — i) H- V -h I — I O jx H- V — T 

Dans chacim de:? autres Icrmes, le nonibrc dcs Aiclcurs cn 
dcnominaleur sera au plus ^gal a < 

1 -1- 2 [»| -h Vi — I -i- - 1-2 {Xp-h Vp — I =r I -h 'i(p ^ a) V — p 

2 jx -h V — I — a 


D’ailleuis la proposition se v6ri(le immediatcmcnt pour 
Co2) done elle est viaie gen<Sralement 
Cela pos6, faisons tendre X vers rimild. 

L’expression t = ^ora pour limitc ccllc-ci 




[liT 


' nz:: — 0^ log 
>■=1 


la quelle satisfait a F^quation 

dd 


^ ir : r 

dx 


L’6quation (19) sera cliang^e cn 

dy . . . 

^~dx ^ “T* hi^xy “h t , 
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et, SI Ton cherclie a salisfaire a cette dermere par une s 6 ne 
de la forme 

(22) J'tzrCiouT ) 

les nouveaux coefficients seront evidemment donnes par 
les memes formules qiie les C, sauf le remplacemeixt de 'k 
par I’miite. 

Pour montrer la converg*ence de cette nouvelle sene, com- 
parons nn teime quelconque de Cjj[,v au terme coriespon- 
dant T de C^jlv Les facteuis Afo-f-(i — }^)C^o, qui figuraient 
ail Qumdrateur de T sont remplaces par la quantite moindre 
A|o Quant aiix facteurs p +Xv — k du denommateur, ils 
sont remplaces par des facteius p q-v — i, qiu leur seront 
au moms dganx si v n’esl pas mil D’autre part, si v esl nul, 
auquel cas p ^ 2, on aura 



Le nombre total des facteurs du denommateur etant 


on am a done 


et, par suite, 


— I<2(|i. + v), 





< (2 — 


Cela pos^, soit / le rayon d’un cercle dans leqnel la 
sdrie (20) est convergente on aiua, en designant par M 
line cons tan te, 

c ^ ^ 

et, par suite, 

= M 


La s 6 rie (22) sera done convergente dans un cercle de 
rayon (2 — ‘k)~^r 
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Revenqns enfin a Pequalion pimiitive (i8) cL cherclions a 
y satisfaire par Line sene 

Coi elant line cjuanLUe aibitraire ayanl pour module Goi II 
est clair que les coefficients r[jv sciont determines pai les 
niemes formules que les coefficients Cj^y, bduf le reinplacc- 
inent des quantiles 

Gjo? Ajq, , Aot|5, 

pai 

et quo les coefficients aiiront les G[;v pour limiLes snpd- 
iieurcs de leurb modules. La nouvellc sdrie sera done con- 
verg^ente pour des valeurs assez petUcs de x ct do 

98 Considerons, en dernier lieu, nue equation algebiiquc 
irreductible 



entre y el sa derivee, el de degre n pai rapport a celle-ci 
Une mtegrale y de cette Equation seia compl^lcmcnt 
definie si Ton donne poiii la valeur initiale do la variable 
mdependantc x iMa valeur imtialej? o de y^ laquelle pent 

6tre piise aibitrairement, 2 ^ la valeur mitialc de laquelle 

devra etie clioisie parmi les n lacines de I’dquaiion 



Si Ton fait d6crire a x une lignc continue quelconque, 

y et ^ varieront egalement d’une mani6re continue lant 

que X ne passera par aucim point critique. 

Soil i I’une de ces valeurs critiques Nous avOns vu que 
lorsque x tend vers ^ trois cas pourront se pi'^senter : 

I*’ y ne tend vers aucune limitc, 


Equations dii f^rentifufs ordinaires. laS 

• 2 ^ y tend veis line valeui fmie /) pour laquelle T Equation 



admelte une racme miilliple ou infinic, et ^ Lend vers celLe 
racine 

3° y tend veis oo 

La premiere de ces hypotheses doit etre rejetee On pour- 
laiL, en efFet, assigner a x ime valeur ^ plus voisme de ^ 
quhine quantite arbiLiaiie e et telle i“ que la valeui cones- 
pondante de y eul son module au plus egal a nne quanlite 
fixe Aj 2 ^ que la distance du point r\^ a chacun des points t) 

pour lesqiiels requation/= o donne pour ^ une i acme mul- 
tiple ou mfinie soit an moms egale a une quantite lixe S 
Soit 7 une quantite positive momdie que 5 
Poia toule valeur V de y qui satisfait a ces conditions, 
Ics m racines dc I’equation f=Q sciont developpables en 
sene convergente siiivantles puissances dey — /)' dans I’m- 
terieur d’lm ceicle dc rayon ; decrit aiilour de /]' et sui sa 
circonference Elies resteiont done finies et conlinues La 
legion du plan couveite par ces cercles est d’ailleurs boinee 
cLparfaite Le module d’aucune de ces racines nepouria done 
surpasser nn maximum fini M 

Cela pose, Felement de fonction analytiqiie, qui peimet de 
determiner la variation de y au dela du point a iin rayon 
de convergence certaine, qui pent cLre assigne en fonction 
des deux nombres fixes i et M et qui, par suite, est lui-meme 
un nombre fixe, plus grand que I’mfiniment petit e qui 
lepr^sente la distance des points ^ et ^ Ce dernier point 
ne pent done etre ciitiquej comme nous I’avions suppose 
Nous connaissons done a piioi i les valcuis de y^ finies 
ou infimes, qiii coriespondent aux points ciitic[ues. 

99 Soit f\ Pune de ces valours, supposde finic Nous 
savons qu’en faisant lendie / vers suivant une ligne con-^ 
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vcnablCj nous poiirrons fairc en soiLc quo ^“3 on son 

inverse^ tcndc vers rune quelconqiic clos n valcuis loiii- 
nies par requaUon 



Chacnnc clc ccs i acmes peiil cLie dcveloppoc ao\ environs 
du point i\ siiivanL les puissances croissanlcs, criLn'TOs ou 
fiactionnaircs dc y — /) 

Sou 

a P 


(23) 


dx 

dy 




Fun dc ces d6vcloppcmcnts , />, a, p, ... clanL dos cnlicrs 
sans diviscur commun 

Si /? -h(/^o, rmicgraledu second mcinbre, prise dey a 
am a luie valour infime,ynepourra done aUcindie la vale lu r\ 
( dx\ 

f avee ccLte determination do ^ j pour aiicimc valour (inic 


de OL 

Si /) + ly > o, I’lntcgralion donnera, en designanl par ? 
]a valeiir finale de 


(2/1) 


^2'* • 




pA. 


p-hd 

{y — ri) P - 


/M-p 


(y ■ 


/M P 


el ^ pourra etre un point criticjuc de I’intdgraley 

Pour nous cn assurer, ddvcloppons, snivant Ics puissancos 

I 

croissantes de x — ccllcs des valours de (y — f]y^ qui 
s’annulcnt avee x — ^ Ces devcloppcmcnts scronl dc la 
forme 

1 

(y --r^y=:^CiU -h . , 


oil ii represente succcssiveinent les divcrscs valenrs du 
1 

radical (x — 
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On cn deduit 


y — 7 ] == (Cj + Cg -h )P^ c'p uP c'p^^ uP-^^ H- 

On voit par la qne le point | est en geneial un point cii- 
tiqiie algdbrique pour Fintegiale y Ce sera un point ordi- 
naire, ail moms lorsqii^on y arrive avec la determination 

de ^ que nous avons adoptee, si le developpement de jk nc 

conticnt que des puissances de u multiples de /? + (y 

Ge cas se presentera si = \ Cette condition est 

d’ailleurs ndcessaire Supposons en effet qu’on obtienne, 
ponry — Tj, iin developpement suivant les puissances entieres 
et positives de ^ tel que 

On en dediura, en renveisant Ja sene, 


— i 1 i 

.r — d{y ^ o)V-h 

Comparant avec le developpement (24), on voit qn’on doit 
a VO 11 


|j , V, . . . etant des entiers Mais p^p -h a, p 4 - p, . n’ayant 
pas de facteur common, on aura p, = i , d’ou y? -f- a = i 
Considerons mamtenant nne valeur infinie de Posant 

y nous obtiendrons pne (Equation transform^e 




doc 

ct nous developperons les diverses valeurs de suivant les 
puissances croissanles de ,2? Soit 


( 25 ) 


dx ^ 


lui de CCS d^veloppements Integrons-Ie de a z 4 ro Si 
p-P a^o, rmtdgrale du second membre serainfinie Donc^ 



126 


rnOISitME PARTIE 


CIIAPITRE I. 


ne poiiira dcvenir mil ou y infini, avcc cclle cl(3leiminalion 
de la derivee, pour auciine valeni finie dc r 

Si + on aiua, cn appelant ^ la valein de n 

poiu = o, 




A 

M .-7r_ 






d^oii, en posanl {x — 

5 =r c', c'; n 1 -H 


€t enfin 




u-p H- dii-P-^^ + 


Done ^ seia, cn general;, iin point critique algcdjrique 
pool la fonction y^ lorsqu’on y anive avcc la ddtcrminaljon 
de la d(^rivee que nous considerons Ce sera un p61e, 

si /> -j- 7 = T 

Nous avons ainsi determine la manierc dont la fonchon jk 
se comporte aiix enviions de cliaquc point critique, mais la 
position de ces points critiques rcslc encore inconnuc 

100 Considerons, en paiticulicr, Ic cas ou y cst line 
fonction unifoime D’apies ce qui precede, ce ca^ cst carac- 
t6ise par la condition quo, dans cliacun dcs duveloppcincnts 
precedents, p a cst mil ou ncgatif ou egal a runU6 

Si cette condition est leinplie, y^ n^avanl quo dos poles, 
sera line fonction meromoiplic Nous aliens montror ([u’on 
pent la ddteiinmer par des operations purement algdbriqucs 
doG 

En effet, ^ etant line fonction algdbriqiic do y^ x consi- 

ddre cominc fonction de y sera unc inldgralc abdlicnnc cl 
aura, pour chaque valeur Y dc y^ n sysLdmes de valours 

Xi M- ? /n CO -H 2?n'ts)^ . , 

• ’ ? 

X,, 2 J7l 0) H- 2 ?7l' to' ! - , 

OU fUy . . . sont des cnticis ct 20), 201', . , , dcs conslantes 
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lineaiiemenl disLincteSj cliacim dc ces systemes dc valeius 
correspondanl d’aillenrs a unc des n determmalions de ^ 
pour y = Y 

L’lnlegi'aley'-, consideiee conime fonction de admetLia 
done les penodes 2 to, a to', . . , et, comme ime fonction 
meiomorphe ne pent avoir plus de deiiK penodes lineaiie- 
ment disLincles, trois cas pourront se piesentei 

101 Premiercas 11 existe deux penodes distincttSj 
et 2 to' — L’lntegrale y sera une fonction meromorphe et 
doiiblemcnt periodique d^ordre 11 

A chaqiie valeiu de y, finie ou infime, et a chacimc des 

determinations dc ^ correspondiont des vaJenis fimes de^, 

une dans cliaque paiallelogramme des penodes Pom qiie ce 
cas se presente, il iaodia done que, dans chacun des deve- 
loppemenLs (23) et ( 25 ), + a soit egal a i, car, s’ll etait 
nul ou negalif, ce developpenientne poiirrait fournir aucune 
valciii flnie pour^ 

Gela pose, soit ^o, ^3) la fonction elliptiquc de 

Weiersti'ass qiu admet les deux penodes 201 et 2 to' La 
fonction p(x — Xq, g2^ ^3) clhpLique da second ordie, sera 
liee ajKpar une Equation algebrique 

dll second degie enj et de degre n en p(x — Xqj g^^gz) H 
reste a deteiminer les coefficients A, B, . dii poly- 
nome F, 2^ les invariants g2^ gi y parviendra en deve- 
loppant le pieniier membre suivantles puissances croissantes 
de X — To etidentifiant le resultat a zero 
On a, en elFet, 

p{^ - .r„, A'-., + ^oY 

— ^0)' + 
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D’autre part, Pcqualion 



donne, par differentia Lion, Ics derivecs sncccssivcs tic y 

expiimces an moyen dc y cl ^ Or, pour x = Xqj on con- 

nait la valciir de y et Ton a precise, cn ontro, ccllc clcb 
racmes de TequaLion ci-dcssiib qiie Ton clioisiL cotnme valcur 

iniLiale de On pent done determiner, pour la 

CiX 

valour de y et de tonics ses deiivecs cl, jiar suite, ddve- 
lopper y suivant la sdrie de Taylor 

Les Equations,* foiirmcs par ccllc identification a z(5ro, 
sonl dvidemment lini^aircs cl liomogencs par rapport aux 
coefficients A, B, . el a]g6briqucs par lapporl k 5) 

102 Deuxieme CAS ll exute qu^ line seiileperiode 2 o> 
— Ceiix dcs developpemcnls ('25) dans lesqucls /;4-c/>r> 
donneronl chaenn une sene de p6lcs de la fonction jk, ayanl 
ponr formiile g^neralc + 2 7?2 0 ) (^o rcslanl a dt''*(crnimcr) 
Anx environs de cliaciin d’eiix, on aura poury nii develop- 
pement de la forme 

ou p et les coefficients ap^ ao, ... ‘^ont donnds par 
Tanalyse prec^dente cl nc dependent pas de nu 
Cela pose, Texpicssion 

Tt/Tn 

C fi) Q 

admetlap^riodc a to, Ellc a pour pAlcsles points ;27o 4- a/?HO, 
les lesidus correspondanls sc rddnisant ^ rimild. 

Sa deriv^e d’ordre L admcttra Icsm^mcs p61cs el sera, aux 


Equations diff^rentifues ORomAiuES 
environs du pole de la foiine 

( — 1)"^^ 2 A 
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2 /7i to 




R ne dcvenanl plus inGni 
On am a done 


du 


12 {p — 1) dxi^"^ ’ 


le lestejK^ adinellantla pt^uode to et les poles de j , sauf ceuv. 
de la sene 2;/?zto On Lronvera de m 6 me 

S designant unc nouvelle fiaction laLionnelle foimee avec 

•K ^ 

e ^ oljd line aiilre fonction penodiqne 011 une secondc sei je 
dc poles a dispaiu Conlinnant ainsi, on pourra inctUe 
sous la foinie 

j r:= T Y, 

7 C'r 

Y etant une fiaction rationnelle cn e et Y une foncUon 
peiiodjcjiie epu n’a plus de jioints cntiques a dislancc lime, 
ct qui, par suitej sera ddveloppable par la formulede Foiuiei 
cn unc sene procedant sinvanL les puissances positives et 

TT r 

negatives de Oi M Picard a demontre que, si cetle 
sene contcnaiL un nombie inGni de teinies, I’eqiialion picce- 
dente donnciait cn geneial, poui^ chaque valeui dey, une in- 

%ir 

finite de valcurs de * Mais a chaque valem de y cones- 

pondent n senes dc valeuis de et, comme les diverses 

lEil 

valeiirs dhine memc s^ne donnent la nieme valem poui e ^ , 
cette quantile n’a qiie n valeurs pour chaque valem de j 
Done la sdne Y scia hmiLee, et y sera une fraction lation- 

TT/r 

ncllc cn e , on aura done 


(26) Pr-hQ — o, 

2 HI 

Pot Q tHant deux polynumeb ciitieis en e , fun de degre /2, 
Pa Litre de degie ^ n 
J Cows, in 


0 
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Lcs coefficients de ces deux poljnonies se deteiinmci'ont 
comme dans le cas piecedenl 

II csL aise de tiouvei le cnterium epn caraclcrise ce second 
cas EnelTet, pour chaqiie valeur dey, requation (26) donne 

■Kix 

cn gencial, pom ^ n valems fmics et diffeicnles de zeio ; 
d’ou rcbultent poiu .r, /^ classes de valeurs Xq-\- amco, . . , 
Xn- 1 2/71(0, Xof , etant des quanliLes iinies 

II y a loutefois exception pom lcs deux valeuis (finics on 

mziv 

infimes) de y" qiu annulent le coefficient dc e on le Lermc 

TT/ X TTtr 

independant de e , car ces valours donaent pour e ^ line 
lacme, on ungioupe de 1 acmes, nulles ou infinies, aiixqiielleh 
ne coiiespond aucunc valour finie dc x 

Soit, par excmpJe, yi la valeur de y qiu aimule line ou 
plusicuis racines de requation Soil cj le nombre de ces 
lacmes Aux environs da point on poinra lcs developpcr 
cn senes dc la forme 


TZir 2 2 


Oa en decliuL 


r i V 
iO 


■lo 


sUi 


(} —yiY'+ Mr—riy'+ 


:lo8(7 — j i) + lo 


e[pi Hps 


(/ — 


= y y 2 (j - jiy'-i- 
d’oii, eu prenant la derivce par rappoil 


(^7) 


cLz 


dy "’Kiqy—y^ 'kuj 




Soil de me me la valeui dc y qui donne dcs racmes 
mfiines, en nombic q’ On pourra dcvclopper leurs inverses 
cn senes de la foimc 


%ix I 2 

e" “ = p'j (J - y,)^+ p; (J - + 



Equations DiFFiSREnriELLES ordinaires 
d’ou Ton deduU 


( 28 ) 


dx 


oi I 

^ 7-/2 


'Kiq 


7 (7—72) 


-i+- 


4- 


i3i 


Si [es racmeb niilles ou irifinies coxrespondaient a une va- 
le iir mfmie de /, ce^ devcloppements suivant les puissances 
de y — fi ou de y — y^ devraient ^tre remplaces par des 

developpements analogues snivant les puissances de ^ 

Les deux developpements precedents doivent evidemment 
faire partie de la sene des developpements (^^3) et (25) 
Done parmi ces derniers il en existeia deux qin coinmencenl 
par iin Lerme de degre — i et pour lesqiiels p a seia nul, 
ceite quantile etant egale a i [)Our tons les an ties, qui doivent 
donner pour x des valeurs finies 

L’ldcntification de ces deux developpements avec ( 27 ) ct 
( 28 ) fera d^ailleuis connailie la peiiode co, el les entiers 

d03 TnorsiEML CAS 11 n^y a aucune pet 10 de — Dans ce 
cas X ajant n valeuis sciilemenl poui chaque valeur de el 
n’ayanl que des points ciitiques algebriques, sera une fonc- 
lion algebrique de Recipioquement, y sera algebrique 
en X etj comine il cst unifoime, il sera rationnel On auia 
done 

PjK4-Q ”0, 


P cl Q etant des polynomes entiers en Pun de degie 
Pan tic de degre donl on ponria determiner les coeffi- 
cients comme piccedemment 

Pour chaque valeur dej^, on am a /i valeuis de geneialc- 
mcnl finies II n’y am a d’exception que pour la valeiii (finie 
ou infmic) dey qiii annule le coefficient de el a laquelle 
correspond] a une lacine^ ou an groupo de q raciiies, inh- 
nies Les inverses de ces racines pourront elre developpees 
en sciies de la forme 


JL 1 

^ = Pi (7 — 71)'^-+- Ps (7—71)''+ > 
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_1 1 
^=^yi(r — 7i) '/ + Ya-t-TaO — /t)'' -1- 


c/j 


j(y-fi) 


t/-hi 

'/ -h 


Done Fun des clevelop|>cmcnls(23) [on dcs developpcmenu 
(26) SI la valeiir de y cjiu icnd ^ uifiui csl cUe-memc infinic] 

comnienceia par an lerinc d’exposant — On am a done 

])Our ce develop pement 4 - a = — i, el pour Lous les aiUies 
/) cr = i 

Les diveis caracleres donl nous avons rcconnu la ndocssit^ 
dans cliaqiie cas, elanl coiiLradicLoncs enlie eiix, scronL cu 
ineme temps sufiisants On pourra done a pi 101 1 icconnaiUe 
dans quel cas on se tiouve, sans qu’il soil besom de Uton- 
nemenl 


101 Comme application dcs resultals qiu precedent , 
cliei ebons, pciimi les equations binomes dc la ibimc 

(^) =A-(J — — aO’"- > 

74 etant des cntiers sans divisciir comnuin, cellcs 

dont Finlegiale esl monodiome 
Les points ciitiques de 

dx _li „I3 

-j-—k "(}-—«,) "(y — fli) 


sonl a \ , c/j, 
develop pement 


Pour Fun d’entie eux ai, on aura comme 


D’autic part, si Fon pose on aura F6cj nation iraiis- 

lormee 


(dzY 


Yh { 


I 


1 
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cl’ou 


dx 

dz 


) 1 -f-) a H 


Yi^ 


Si done nous posons, pour abreger, 

n 


— (jj, 


' 1^27 


il scia necessaiie et suffisant que [a, p,, p.^, soient de la 
forme i ou Ces quanlites satisfont d’ailiciirs a 

la 1 elation 

(2g) p -h [Xj H- JX2 “K —3 

Premier cAs V integrale est doublement pei lodique — 

Dans ce cas, p, pi, po, seront tous de la forme , 

et, pai suite, au moms egaiix a sauf p, qux peut etre mil 
Siipposons d’aboid p := o II idsulte de I’equaLion (29) 
lie le nombie des quantiles pi, po, , qui sont toutes 
mais <1^ 1, sera 4 on 3 
S’ll j en a quatre, on am a necessairement 

(jj— ps” {J4 — d’ou Xj = Xg -m X3 — X,, — 1 , /I 2 

S’ll y cn a tiois, on aura, en subsLtuant dans (29), pom 

[jLi, po, p3, leius valeurs — ^5 ^ 

‘ ^ ’ Pi P2 Pz 

I I T 

1 H =1. 

Pi Pi pi 

Les quanlites Pi ^tant snpposccs langces par ordie 

de grandeur cioissante, on en deduua 

3 - . 

— ::i, d ou ni:=:o ou 2 

Pi> ’ 

Si Pi = 3, on devra avoir 
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XirziXg — X3^2, nzz:3. 

Si Pi = 2, il viendia 


d’oa 


I i r 

P2 P3~2’ 


/? 2 > 2</5 


Si /?2— 4? 0^^ aussi 




Si = 3 , on aura 


P 3 == 6 , 


ce qui donne les deux solutions 

Xi ~ 2 j Xg I j X 3 I j 11 
Xj" 3 j X 2 — 4j X3"— 5 j /i -il 6 

Les solutions ou p n’est pas mil se deduisent evidemrn 
des pr^cedentes pai la suppression d’un facLeur. On obti 
amsi les nouvelles solutions 

Xt=:X2= Xj=: I, /z=:2j 

)iI=:X 2:=2, /iz=: 3 , 

X J 2 , X 2 I } 11 ZZZ 4j 

Xi=::l, X 2 — t, /i 4 j 

Xi=: 3 , Xg^/i, /l=:6, 

Xi=4) X2=:5, nmC, 

Xj— 3 , X 2 =: 5 , /lr=6 

Deuxieme CAS U intigrale est $impleinent piriodiq 
— L’un au moms des nombres [a, [Ag, ... sera (§gal i 

Soit d’abord p, = o, = i L’^quation (29) deviendra 


p2 + P'8 ■+' — I , 
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les quantiles [^2, (A3, . . etant cgalcs a i on do k forme 
P- , 

P 

On voit par celte equation qiie le notnbre dcs qaantilcsj 
P2? ne pent suipassei deux 

Si ces quantiles sont au nombre de deux, on aiua ncccs- 
sairement 

1^2 ~ P J ~ I j 

d’ou 

Xinre, Xs^Xs^r, nz=z2 
S’ll n’existe qu’une seule quanlite [A2, on aiii'a 


d’ou 




X,: 


: I , Jlz=z l 


Les solutions ou p n’est pas nul s’obtieiidront encore par 
la suppression d’un facteui et serontles suivantes 

2 , ^>=1} 

X, — Xg^ r , /2 ™ 2j 

X,= I, zrz I 

Troisieml CAS Vmtegiale est 1 ationnelle — Une des 
quanliLes [a, p^, . , seia de la foime 

la foime ~ ^ 

P 

Si [X = o et p, : 


^ + I TJo I 

= ) Uo c=: , 

9 ^ /^2 


et les ail Ires de 


) il vicndra 


P% q 

On auia done 

Ps— —0 et 

Xir=r<7 + i, X2=(7 — 1, 

rentier q restant arbitraire. 


d’< 


n = q, 
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Enfin, SI [Jin’est pas nul, on aura les solutions 

Xi— ^4-1, JiT-q, 

Xj — <7 — I , rizznq 


105 Les considerations developpecs dans ceLLe Sccllnn 
permettent de definir, d’unc manicie plus precise, les di- 
verses sortes d’lnt^grales que pent picsentci unc equation 
differentielle 


dy 

diX/ 


-=zf{x,r). 


Soit valeur particulicre de la variable inddpen- 

dante A toiile valeur initiale donnee a ct telle que 
(■^ojJKo) soit po^ntordi nan e pour lalbnclion /, coiiespond, 

comme nous Pavons vu, ime integrale de I’liqualion diireren- 
tielle, donl on pourra suivre la vaiiation, soit dans Lout Ic 
plan, soit dans line region limitee pai dcs lignes singuliercs 
Outie ces intcgiales, ordmaires par tappoit an point 
et qui different les unes des auUes par la valour dc la con- 
stantejKo? en exister d’auties, qui devienncnl mflnics 

ou mdeteiminees pour x = ou prennent en ce point une 
valeiu jKo, telle que J'’o) ‘ioit [in point critique pour la 
fonction f Ces integrales seiont dites singulidi es pa/ / etp- 
poj t au point Xq 

Cela pose, nous appellerons integi ale ge/i(h ale Fen- 
scmble des integiales particuli^res qui sont ordmaires pour 
quelque valeur de x^ integrales singidihres cclles qui 
seraient singuli^res par lapport a toute valeur de x 

Ilest clair que Fexistence de ces integrales smgiihoies sera 
un phenom^ne evceptionnel. Soit en effet F(;r,j') = o la 
relation qui doit exister entre x el y pour que / pr(§sente un 
point critique en x, y , il faudia, pour qiFil y ait une inte- 
grale singiiliere, que la valeur de j en fonction de x, tii'^c de 
Pequation F = o, satisfasse k F^quation differentielle pro- 
pos6e, ce qui n’aura lieu qu’accidcntcllement. 
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108 On nomme equations diffei entielles lineaii es celles 
Oil l6s foncUons inconniies el leiiis deiivees ne figurent 
qii’au premier degie 

Ces equations joiussent depliisieuis propnetes qiie nous 
allons exposer 


107. Toiite equation line an e 1 este Lineau e si Von 
change la variable independante 

Soil, en cffet, 

X ^ 


line semblable equation, p{, . , T designant des fonc- 

Lions connues de la variable independante t 

Posons if=:cp(£i)j u designanl ime noiiVelle \aiiable Oji 
en dMuira 


dx 

da 


dx 


d^x d'^x 

da^ dt^ 




dx d?" X 

(Equations qui donnent 


• en fonction lineau e 
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SubsliUianL ccs valeuis, ainsi que cellt 


j dx d?‘X 

de ^5 dans reqaalion proposce, on obtieiidra Vequalion trans- 

dx dp' X 

foimee, qui seia cvideminenL lin<^aire en x^ ^—5 ^^5 


108 2® Soient /, n fonctions dhine meme va- 
iiahle independante t, hatisfaisant d uri sybtdme de n 
equations linean 

(l) Ej “ O, . , 


et sou V urt polyndme entiei par 1 appoi t a x<^ y^ et a 
lews deri^ees successivesy dont les dweis teimes aient 
pow coefficients des fonctions quelconqiies de t La fonc- 
tion V satisfeia d une equation lineaue dont les coeffi-^ 
cients s'expiiment 1 ationnellemen t en fonction des coef- 
ficients rfe El, . ’Em V et de lews derwee^ successwes 


En efFet^ soient respectivcment nf . les ordres des 
plus liautes derivees de qiii figiirent dans les 

equations (i), k le degre du polyndme V Formons Jes de- 
rivees successives de V Cliacunc d’cllcs seia un polyndme 
de degre k pariapport a x^y^ . ct alems ddrivecs suc- 

cessives D’ailleuis les deiivces 


J/n'a-iy 


peuvent s’expnmer lindauement par les deri- 


v^espiecedentes, aumoyen des dquations(i) et de cedes qiu 
s’en deduisent par deiivation 

clSf 

Subbtituant ces valeiirs, on auia pour V, •* ) (’cs 
e:^cpiessions de la foime 


(^) 


Y =:T,P,-1-T2P2 + 

^=T;p,+r,p,+. 


Ti, T2» , Tg, . > . ^tant des fonclions dc t^ dc Tespcce 



Equations LmfiAiREs. 189 

mdiquee a I’^nonc^, el P^5 Pa, . . des produits de la fonne 




\dF^ ) ^ 


\dF^ 


oil le nombie total des facteiirs esL au plus egai a A*. Soient P( , 
P2, T?i les divers produits de ce genre que Ton pent 
former et dont le nombie est evideinment limits. L’elimma- 

lion de ces qiiantites enlie les expiessions (2) donne line 

dV d^Y 


relation Imeaiie entre V, 


dC 


dd 


109 3 ® On salt que tout sjsteme d’equations differentielles 
simiiltanees pent ^tre ramene, par radjonction de vaiiables 
auxiliaires etia resolution par lapport aux derivees des fonc- 
Lions inconnues, a un systeme noimal Si les equations sont 
lincaiies, il est clair que ces opeiations laisseiont subsistei 
le caiacleie Imeaire. 

L’elude d’lin systeme lineaire quelconque se ramene done 
a celle d’un systeme Imeaiie normal de la forme 

011^7, . ,«!,&], ,T, T|, . sont des fonctions de it. 

Nous considcrerons en premier lieu les sysLemes dits sans 
second membi ou Ton a 

T — mo 

110 TniouEMi: — Si 5 

des solutions pai ticuliei es dhin systeme 4 ^ Equations li- 
neaii es sans second membrCj les eocpi essions 

Ca-iTg H- , Cij^i 4- 02^2 j • •> 

oU Ci, Co, sont des constantes aihitraii es, satisfeiont 
au mSme systeme d^ equations. 


dy y 

777 H" ^ij H- 
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En effei, lo icsulLal do la subsliluLuin do cos expro«isions 
dans le picmier inoinl)rc do I’lttu* qnoloonquo d<'s ii(|uali(Uis 
proposccs sera cvidcniincuL d(‘ l.i fornH' 


CilliH CoIL h , 

IT| designanl lo r{'*suUat do Ki subshluliori do ^ 

Uo Ic resullal do la hiibsliluLiou d(* 4, « Mats i|, 

rii , • j • clanl des solutions, on aura 


d’ou 


IE o, 

Cl IE i CglL, 1 


111 Considorons spociabniK'nl nn syslonu^ oanonupio 
foime de ;? cqiialions lui^aires du |)roinior ordro <‘1 sans S(‘- 
cond niernbrc Ge sysloino adni(‘L la soluhon ovidonlo r =ro, 
y =z= , mais il admol uno udinilo (TaultH^s soliiUous 

parLiculiercs 

Nous dirons quo 4 solutions parli(‘iili<'*ros (run sotnblabh 
system 0 , tcllcs quo 

Xi) * » 


•'^Vo J A) ^/n ’ 

sont tilde peiidantc^y si I’lin au moius des didornnnanis 
d’ordie k loimc^s avoc Ics divcrsos colonnos dxt Tuliloau oi- 
dcssus n’cst pas Klenlufiicmcnt mil 

TiiiioniML — Si Von connaft k solitiioiiH tndei}and<(nlp^ 
dhui syst^.me den Equations /ineaires da premier ordre 
et sans second menibre (4 i'‘tant <; /?.), on pout ra ratnener 
L'ltiieg ration da s) stioiw pro])os6 d celle dUcn s)sicme 
analogue ne contenant plin qae n - - k equations et a des 
quadi atures. 

Chaque solution de ce noueeau systemic fournira tine 
solution du syst&me primitif^ uidipendante de celles qia 
sont d&jd connues. 
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Nous aduieltrons, pour fixer les id^es, qu’on ait qiialre 
Equations 


( 3 ) 


ax by -^cz du i=:o, 

-f- T -h -h C^Z ~1- di Ll ~ Oj 


dx 
dt 

dt 

^ -h a^x H- Z?2/ -1- ^2 ~ 
da 

iyU a^x ^b^y c^z d^it -zzo. 


el que Tou connaisse deux solutions indcpendantcs 


^1) j ^1} ? 

*^2> y "^25 ^^2 


A^dmettons qu’oii ait, par cxcmplo, 

d 1 ^ 

^2 J 2 

On pouiia posei 

X = Gj^i-h G2^t2t 
y = Gi 1 1 -h GgJ 23 
Z — Gj^l + G2'^2 H“ 
a ~~ Gj fq H— G2 2 ""H ^ j 


C^, Cj, 'C, u ^lant dc nouvcllcs variables Effectuant la subsii- 
talion el reitiarquanl que les leimes en C|, Gj b’dnniilent 
(carles equations pioposccb seiaicnt saLisfcUtes si tj, u etaicnt 
nulb et Gi, C> conslanLs), il viendra 


dCi 

dt 

dC, 

dt 


X 1 ~jr 


Xi "1“ 


dC. 


dt 

dC 

dt 


X,-^ CL 


dj 

“ J"2 c j ^ H- <rfi u 


— o, 

™o, 


dt 


-^1 HP 


<r/G3 

dt 


-P 


d^ 

dt 


■ Ch^ :^Oy 


dC, r/Cft du ^ , 


r 
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Kesolvanl pai rapporl aiix clcrivees 
on auia iin icsallal dc la lorme 

" AC -hBu, 

AiC h B,o, 

a - 
a - 

On ohlionclra done 'C <-‘ 1 ' ^ jiilcgranl les den\ c([iiaUons 
Imeaues sunullanees (5), Cj cl b’ohlicndronl (‘iisuiLc pai 
des qiiadiaLiircs 

Soicnl crailleuis u' unc soUiUon ])arl(culici(‘ ([uel- 
(onqnc dcs eq nations ( 5 ) (antic quo la sold U on ('vid(‘nlc 
!^=i= 0, u =: 0)5 ct supposous, ))our liKcr les iddcs, ([uc nc 
sou pas nid Soicnt C', , Ics valenrs correspondantcb dc 
Cl, Ci La solution 

^‘3 — 1 ~1 Gg^rg, 

nr G I /i G g p 2 , 

Z] m Gj 1 - Cg Zj, -h C', 

Z/3-rr C'i H- u' 

sera mde^pendante dcs dcii\ solutions ddj^\ connucs 
z^f dar lo determinant 

Xi } 1 Zi 

•^2 Vz ^2 
^2 J'i -8 

est different do zero 

112 TinSoiiLMh — 7 'out .sfstdme r/e n c^qualions 
manes da pi emie) 01 dre el sans second niembre admet 
n solutions pat iicuLihi es meUpendantes 1 , . . ; * . , 


n- CJ 

Pa 
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T/j, Vfi-, ♦ sa solution la plus generale est la siiivante 

oti Gj , 1 G/^ sont des constantes arhitrau es 

La premieie partie cle cette proposition lesiilte de cc qiic 
nous venons d’^tablir, que de Texistence de k solutions mde- 
pendanles (A etant <^n) lesiiUe celle d’une nouvelle solu- 
tion independante des prec^dentes. 

Pour dcmontrei le second point, posons 


C ,2 designant de nouvelles variables Effectiiant la 
substitution et remarquant, comme an numei'o piecedent, 


G,, 

, Gft s’anaulent, il 

rfCi 




dGi 

dG„ 




Mais le deteiimnant des qiiantites j ,, , Xa-, 

. est ^ 0 par hypo these, les /^ solutions donnees etant 
independantes , done 


dC, 

di 


— o, 


dGfi 

dt 




ctCj, . , G/i seront des coqstantes, d’ailleiirs aibiiraires 


113. Soicnt 

— G\ Ti H- -t- CJj 7] j =: G'j -h 4- GJj J'/j, , , 

j f > 

"ZZ. G" a 1 H- -I- G" /] zr:: G'j^ Ji 4- 4- GJ^ , 

n solutions particuli^rcs quelconqnes du systeinc propose 
Lem d(Hcrniinant ost ^vjidemment egal an piodiiit du deter- 
minant des solutions » , , or,i, jni p^^i* Ic 

ddtcrniinant des constantes G',, , C” La condition neces- 
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saire et siiffisante pour que ces solutions soient independantes 
est done que ce dernier deteiminant soil diffc^rcnt do zt!;io 


114 Les coefficicnls des Equations differcnliellcs pro- 
posees peuvent aisement s’exprimei an inoyen d’un sjstcme 
quelconque de n solutions independant.s, idles que 

ir 

^li} j 

Soit, en effet, 


doc 

-T- -^ax + by-y- 


une de ces equations, on aura identiqiicmcnt 

—0, 


ct de ce s)sldne d’equalions on dcduira a, 6, exprimcs 
pai des quotients de determinants 


H5 A tout systeme d’cquations Imeaires sans sccuiul 
niembiej Lei que 


dx 

ax -\-by -h cz -z o, 


dl 


-t- «i .it? + h^y -h Cl o, 


dz 


hy -i- C2- -o, 


csl associe un s)sieme adjoint defmj par les d(jualions 


dX 

dt 


H“ a A. ~i"* a ] Y ~1‘' 






^ Z?X~|- bi\ ~H b^ 0, 

— H- cX 4- cA -t- CgZ 0 
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Les solutions de ces deux systemes out entre elles une 
liaison remaiqnablc Pour la mettre en evidence, ajoutons 
les equations picccdentes, respectivementmultipliees ])arX, 
Y, Z; — — /, — ^11 viendra, toute redaction laite, 


. dv 
^ dt 


dt 


dy (Ti „ dz 


dt 


{Xx-\-Yy-^Zz), 


d^ 

dt 


cl’oa 


+ Yj -h = const. 


La liaison entre les deux systemes adjomts est evidem- 
ment reciproque L’lnlegration complete de I’lin d’eux en- 
trainera celle de I’autre Supposons, en effet, que Ton con- 
naisse trois solutions independantes Sf , 

^3, j'-g, dll premier systeme La solution geneiale X, Y, Z 
du systeme adjoint sera donnee par les relations 

JCxi -\-Yy jH- ~ Gj, 

Y,X2'~\-Yyf^-h L2, 

XiiTg H- -h Z^3~ Csj 

Cj, C2, G3 dtanl des constantes aibiLiaires 

Si I’on connaissait seulement ime 011 deux solutions inde- 
pendantes du premier systeme, on aurait seulement une le- 
lation lineaiie 

ou deux relations 

XiiTj-f Yy^-^ Z-^i Gj[ , 

Xi^Tg ~\~Yy2 ■“!“ Z^2 ■— G2 

Ges relations peiniettiaient d'eliminer une ou deux dcs 
variables X, Y, Z des Equations difFcrenlielles du systeme 
adjoint, et de lamener ainsi I’lntegiation de ce dernier sys- 
tdme a cclle d’un systeme plus suiiplc, contenant une ou 
deux dq II aliens de moms. 

J — CoujSf in 


10 
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116. Sfstemes equations Imeaires d seconds mem- 
hies — Soil a mtegrer iin sysLcme d’eqaalions lineaucs a 
seconds inembres, tcl qne le siiivant . 

^ doc j j 

ax by + cz H- da = 1 , 

^ -h aix+ bij 4- Cl- -I- dt u — T,, 

I TTt Ta, 

\ du , 7 rn 

\-^^-\-a^x~\~b^y-\-c^z~\-diazz Ij. 

Considerons le systeme Imeaire analogue 

( dx 

-j- -yax’^ by -h ct ~\- da - o, 


obtenu en siipprimant les seconds inembres. 

Nous avons vu (111) qiie, si I’on connaiL deux sol lUions 
ind^pendanles de ce dernier systeme, on pent, par an clian- 
gemeni de vaiiables convenableinenL choisi, Jc raincner an 
systeme suivant 


d^ . ^ Ti d\:i 


= A 3 c rig 


II est clan quele meme cliangemenL de variables, appliqu6 
ail systeme (6), le 1 amen era a la forme 

-^”AS -t-Bu H- Oj Ai ^ H- H- Oj, 


dQ K y d^ 

It + 


• A3 ^ + B3 U -rj- O3, 


0, , 03 etant des fonctions do t On n’aura done, pour 

determiner et u, qu’a intdgrer iin systeme do deu\ 6qua- 
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lions Jineaires simultanees, Ci, Co s’obliendront ensiulc par 
de simples qiiacliatures 

Si Ton avail obtenii I’lntegrale generate dii systemc (7) 

.Z? — Cj H- Gg ^2 ■+’ 

a ” Cl 2/i -f- C2 u% -f- C3 W3 -f- C^, 

rmtegration du systeme (6) pourrait s’effeclucr par de 
simples quadratures SubsLiLuons, en elTct, les valeurs pre- 
cedentes dans les equations de ce systeme, en consideraiu 
C^, , comme de nouvelles variables Ces equations 

deviendront 


dG, 

dt 


+ 



dC^ 

dt 


^3 -H 


dt 


X,, T, 


dC, 

dt 


ih- 


dQ^ 

dt 


Uc, > 


^G, dC, 


dt 


dt 




et 


donnent immedialemenl les derivees 


dG, 
dt ' 


aura done C,, , C4 par des quadratures 


r/C, 

’ dt 


On 


Ml On pourra m^ine se dispensei de ces quadiaturcs, si 
Pon connait une solution particulieic ^oj/o; du sys- 

tenie (6) Posons, en elFet, 

j? — u=iiiQ^\y 

Le resultat de la substitution de dans lesprc* 

niieis membres des equations (6) delrtiira les seconds 
membres, et il lestera 

d^ f. 

•yT H- a? -h ^*0 H- c =3 0, 


On obtiendra done la solution gen(^ralc du systeme pro- 
pose en ajoutant la solution particiili^re Xq, 70? Uq k la 
solution generale du systeme sans seconds membres. 
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On pent cnfin lemarqucr quc, si Ics seconds mcmbies sonl 
de la foime 

ct SI Ton connaiL imc soliUion pai licnljcrc poui 

un systeme analogue on les seconds nicmbrcs se ledaisenL 
respcclivement a P, , nne aiilrc sohiLion paiUcidicie 

* • pourle casoLilcs seconds meinbics se ledmraienl 
aT',T", . etc , on aura nne solulion paUicuIjcre dii sys- 
tem e propose, en posanl 

J f = yo'^yW ? 


118. Une equation Imeaire d’ordie n 


d^x T 


T 


pent etie remplacee par le systeme equivalent 


dx 

‘di 


:o, 


dt 




dt 






qni rentre comme eas parliculicr dans ccun: quo nous \cnons 
de discuter II comient, toiiLefois, d’etTeclucr I’etude djrccte 
de cetle equation, car elle feiaparaitre sous un nouveau jour 
quelques-uns des resiiltats cleja obteniis. 


119. Considerons d’abord Tequalion sans second membre 


( 8 ) 


d^^x X 

+ Pn ^---'0 


Soient ^ x^ des solutions pariiciib^res de cette 

equation Nous dnons que ces solutions sont mddpendantcs, 
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SI le deleiminant 

^ L ^2 

form^ par ces fonctions et leurs k — i premieies derivces 
n’est pas idcntiquement nid 

Toute equation Itneaii e d^oi dre n san^ second membi e 
admet iinsysteme de n solutions independantes 
et sa solution gener ale est 

CiXl~h -hCflXfly 

C|, 5 0/2 etant des constantes arbitiaires 

Pour etabln ce tlieoreme, nous supposerons qii’il soil vrai 
pour les equations d’ordie n — i ct nous montierons qu’il 
est encore vrai pour Fequation ( 8 ) d’oidie /? 

Soit une solution de cette equation (autie que la solii^ 
tion evidente x = o) Posons x=:Cxij G designant une 
nouvelle variable On aura 




dx 

etc 

d^x 

'de 


=: Q"Xi-^2Gx\ -H Gx\, 


d^X 

TiF 


G^Xi-i~ nG^^~ 


nin — I ) 




Substituant ces valeurs dans Tequation proposee, on aura 
Pequation transformce 


( 9 ) 


nx[ C 


- 4 - np^x^ 


0 '^--+ :=i :0 


L’dqualion devant ^tre satisfaite, par hypoth^se, si Ton 
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sup))ose C constanl, rt‘(|n<Ui(>n (()) lu^ ('onlu'iulra atunm lermc 
on C Co h(‘ia done uiu* r({ualioti linr<ur(‘ d’ordio // i pat* 
ra[)[)t)rl a sa il{'‘nvr<' ( '/* Kilo admeUra, p.ir liyjn^hrsn, // i 
solutions ia(le[)on(laiU(‘s p j5, , vl sa solution gdudralo 

s('ia (1<‘ la foiino 

^ O I »1 1 1 ^ J 

oil (]>, , (]/, soul (l(*s (‘onslunlos arhiliMin's 

lalogianl (‘oiu* (’xprossion, il MondiM 

('. “ (li 1 <o / ) .^// 1 . } {],, ( r,, (it, 

*// »/; 

) otanL lino qiianlilo cholsio a voloulo, ol (I, uuo nouvollo 
conslantc ntlntraire. 

On on clodiul 


a* I i ... I 

on posanl, pour al)r6{^^(‘r, 


a\ I 
-h 




/ .) /I 

*'a 


11 rcfttc a prouver tpic lo di'M(‘rminaiU 

^’i *4 yin. 


' 1 i 


1 


idcsL pas idcnliquoinenl nuL 
Or oe dctcrininaul osL ('*f*al a 


■* 1 '5^'l / 



‘^■'l / Xntit' H-'i'irn 
''X 

^'i r ... 

•Jx 

'AJ Xn (It •+■ a s;\yn + iTj y\ 



l^QUATIONS LINfiAIRES. 

ou, en suppiimaut les lermes qui se deUuisent, a 




dt 


'I 

O ^ 71/2 
O 


^iVn 


:X' 


72 

72 


fn 

7« 


Or cliacun des deux facteurs qiii coraposent ce produit est 
different de z 6 ro, par liypo these 


120 Soient . , Xjj le systeme de solutions mdepen- 

dantes dont nous venons de demontiei I’existence, et 

> 

iin autre systeme dc n solutions Le determinant 

est evidemment egal aupiodiiit du di^termmant des solutions 
07^5 . , Xji par celui des coefficients G 

II est done n4cessaire et siiffisant, poui que les solutions 
soient ind^pendanteb, que le determinant des G 
ne soit pas nul. 

Shi en est amsi, , Xn) et par suite toiites les solutions 
de l equation diffi^rentielle, seiont des fonctions lin 6 aires de 


121. Soient d’ailleurs ^23 3 L un systeme quelconquc 

de solutions mdependantes de requalion ( 8 ), on aiiia 


d'% 


V 

-dF-^P^ 



d'% 


0 

11 

+ 

IF'^P^ 
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Ges equations permeltront d’cKpiimcr les coefficients 
, pn, en foncLion de cl de Jeurs derivees 

122 On pent lemaiqiier qne la con di lion 




CC 


n-i 

ii 


' Q 


exprimc la condition neccssaiic cL feuffisanle pom qu’il 
n’existe entie les fonctions^i, , Xji auciuie relation li- 
neaire a coefficients constants, telle qiie 


a. 


-f- O 


En effet, s’ll existait nnc i elation de cc genre, on oblicn- 
drait, en la different! ant, 

ai^; ~i- -"o, 


-f- 


et, en eliminant les paiamelres a, , * , il vicncliait 


cc, 


JC ' 


p/i I 


Recipioquement, si ce determinant est mil, 
seront /i solutions particulieres de I’equation Imeaire 
d’ordie n — i 


X 

.^2 

* 

X' 

ccL 


X«-1 


X^' 

n 


On aura done, en designant par X^, . X/;_j des solu- 

tions ind^pendantes de cette equation, ct par C!,, . . 
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des conslaiiLes, 

jVi ~ G I X| -f- 
a-„— C"Xj-h 


+ CJ,_, X„_i, 

J 


ElimmantXu .. , Xn_i enLre ces equations, on en dc- 
duira one relation hneane entre * *j ^/i 


123 Si Ton connaiL A' solutions independantes , x/c 

de requation lineaiie sans second nicmbre 

-t- ~hPn 

on poiirra ramenex son integration a celle d’linc equation Ii- 
neaire d’ordie n — /c, sume de k quadratures 
Posons en elFet 



les C designant k nouvelles variables, lu^es entre elles [>ar 
les k — I lelations 



On aui'a, en tenant coinpte de ces relations, 

0.'=^ G,a[, , C,a7f-‘ 

pms 

Fr designant une fonction Imdaire de Gi , . . . , Ca- et de leurs 
d(§rivees jusqu’a Pordre r 

SubsLitiiant ces valeuis dans I’equation propos6e, on aura 
im resultat de la forme 

G zn 0, 

G d(5signant une fonction lineaire de C|, . . et de leurs 
dtov^es jusqu’a I’ordre n — A 4- i . D’ailleut^s, Tequation 
^tant satisfaite en supposant C^, .. , Ga cons-tants, les 
termes qui contiennent ces quantit^s disparaitront, et G nc 
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contiendra que les derivees C,, , C/^ ct leurs deriv^es 

successives jusqu’a I’ojdre ?i — k 

Cela pose*, on pent tircr des (Equations (lo) Ics valours de 
, Q en foncLion de C\ SiibsLiluant ces valeius, am si 
queleiiis derivoes, dans G, on aiua pour doLcrmmci C', une 
equation lineaire d’oidrc n — k 

Cette ^nation integiee, on aiua C', , C;^, ct Ton cn 

deduira Ci, . , Ca par quadratures, 


124 Siipposons, par exemple, qu’on connaisse unc solu- 
tion partiCLiheie Xi de Fequation du second oidic 

plX' -h PiOL := O, 

Posons x=zCiXi^ nous obtiendrons I’equation transformee 

C'i ^ I -H ( 2 x\ Pi G 1 o 

oil 

c; “ aSi 

et, en integrant, 

logCj 2 log^i — -h const, 


C;=:A 


c, 


Q-SP^dt 
eSPydt 


et enfin 


J 

X zzz KXiJ*- 




Q-SP^dt 

"Ti 




A et B ^tant des conslantes arbitrages . 


125 Lbntegrale g^nerale de Fequation a second inembre 
(ii) 

se deduit, par de simples quadratures, de Fmti^grale gentole 
de Fequation sans second membre 

(t2) 



Equations ONfiAiREs. 


i55 


Posons, en effet, 

Ci, , C/i ctanl de nouvelles vaiiables, assujeLUes anx 
conditions 


(l3) ^ ^ c;^;=:::0, , ^ GUf'2 = 0 

On am a, en tenant compte de ces lelations, 


ct enfin 


G, g; 


Substituant dans I’equation proposee, les tei mes en C i , . , 
C,i disparailronl et il restera simplenient 




GeUe equation, jomle auxrelations(i 3), donneraC'^ , , C'^, 

ell’on en dcdnira G^, , Gn par des qiiadiatiires 

On pourra d’ailleurs se dispenser de ces quadratures si 
Ton connait une solution Xq de Tequation (ii) II sufQra, 
dans ce cas, de I’aj outer k Tmt^giale generale de Tequation 
sans second membie 


126 Revenons a I’equation sans second membre 

(i/j) ^'^4- pj -+-/?„a?“0 

Mulliplionsda par une fonction indcteimmee jp et int^gions 
II viendra, en appbquant aux termes qui contiennent les dd- 
iiv^es de r, rmt(^gration par parties 
1 — y' + y" — 


, 0 V«7] = const. 
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Si la fonclion y est ime feoluLion do I’oquaUoii lindaire 

(i5) -i-(—i)V«r~o, 

Pmtegrale disparattia de la foimiile prec6dcn(c, cl Ton aurn, 
pour determiner line equation lineairc d’ordre n — i, 
con tenant line constante aibiLiaiic 

Si Pon connait A boluLions dc Peqiialion (i5), 

on obtiendia, enposant successivcment ^ y:=:y^^^ 

A equations lineaires d’ordie ii — i cn r Elinimant entic ecs 
equations les deiivees on aura, pour deler- 

miner .r, une equation lin^aire d’oidic /? — A, contenant A 
cons tames arbitraires 

L’eqiiation (i5) se nomme V equation adjointe de Pequa- 
lion (i4) n est clair que idciproqiiement Pdqualion (i4) 
est adjointe a Pequation (i 5)» 

127 On auiait pii arriver a I’l^qiiaLion adjointe (i5)cn 
remplacant Pequation primitive (i4) pai le sjslemc d’(§qua- 
tions dll premier ordre 

1 

— ^ -\-p^x = o, 


dx 

Tt =«’ 

qui lui est equivalent 
Ce sjsteme a pour adjoint le suivant 

dX^-^ 


o. 


dt 
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On pent aisemenl eliminei , X cnlre ces dqiia- 

tions II siiffira de les differenlicr rcspectivcmenL ii — i lois, 
n—% fois, etc , el de retranclier la somme des dqnaUons do 
lang impair de celle des equations de rang pair, il viendra 

equation qiu ne diffeie de (i5) que pai la notation 


II — Equations lin^aires a coefficients constants 

128 tine equation lineaire a coefficients constants cL sans 
second rneinbie 


X ^ X 


H- 


H ajiX'==:o 


pent ^tre mise sous la foiine symbolique 

Fx=: o 
ou 

F rr; H- 

chaque facteur symbolique D rcprcbcntant unc derivation 


129. Soit 

line autre operation analogue ^ F (6, etant des 

constantes comme a, , rOi) 

Eirectuons successivenient ces deux: operations; Topera- 
tion resultante sera 

-i- -h 

Cette expression est lameme que Ton obtiendrait en mul- 
tipliant les deux polyndmes F et G comme si D representait 
line quantite et non un symbole de derivation L’operation 



i58 


TROISifeME PARTir 


GIIAPITRE II 


resultan te sera done independante de I’ordie des deux ope- 
rations F et G et pourra etre repiesentee indifFeremment 
par FG ou pai GF 

D’ailleurs, ime opeiation qiielconque de I’espece conside- 
lee, effectuee sur une quantite identiquement nulle, donne 
iin lesultat nul Done J’equation 

o = FG.3? = GF.3:^ 

admet comme solutions celles des equations 
= 0 , Go, — o 

130. Soient done les lacines de V equation ca- 

I actei istique 

poj • leurs ordies de multiplicite L’ equation diflTe- 
rentielle 

o ”F.2?rrr(D — (D X z==: Q 

adniettra comme solutions celles des equations 
(I) — = o, (D — ~ o, 

II est aise de trouver ces dernieies Posons, en effel, 

X zn 

On auia 

(D ^1 rz: e^^^y + D/ — Si 

— QS^t 

et en r^petant cette operation 

Pour que le second membre soit nul, il faut et d suffit que y 
soil un poljnome arbitraire de deg re p.| — i 
Reunissant les solutions particulieies amsi trouvees, on 
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ifo 

^oU qiie reqiiation 

ir:; 0 

clmet la soluLion 

>a Pj, P2, sont des poljadmes arbiLraires de degres 
'! — I, 1^2— I, 

Cette solution contient = n consLantes arbi- 

raires Ce sera done la solution generale, si elle ne pent 
’annulcr que lorsque Loutes ces constantes sont niilles 
?ous aliens piouver qu’il en est ainsi 
En effet, supposons qii’on ait 

PieV-hPaeV^- —0 

*osons 

II in (D — (D 

)n aura 

0 m 11 ( Pi + P 2 ) =: 11 ( P 1 

fais on a, d’aiitre pait, 


(D (Pje^t^) ~ o 

>v les polyn6mes (D — et H etant premiers entre eux, 
1 pourra determiner deux nouveaux polynomes M et N tels 
Lie Ton ait 

Nil mi 

j par suite, 

0 m[M(D NH] ( Pi Pi eV 

one P, doit ^Ue idcntiquement mil De inline pour les 
lives polynomes P^, 


131 Si ics coefficients a,, ^o, , etant reels, F^quation 

racleristique F m o a des racmes iinaginaires, la solution 
ndrale que nous venous d’obtenir renfermera des imagi- 
Liies, mais il est aise de les fane disparaitre 
Soient, en efTct, 5 | = cy 4- j 3 z, S2 = y— Pj un couple de 
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racines conjuguees, ui leur ordrc dc mulliplicilc, nous an- 
ions dans I’lnl^grale geneiale Ics dcu\ tcnnes 

(cosp^ H" « sinp^) + P2 (cos|3^ — i sin p^)] 

=: COSp^ -h Qa^^^SinP/f, 

Qi, Q 2 etant des poljnomcs de dcgi6 \j — i, arburaircs 
cominc I’etaicnt et Po 

132 Connaissant, par cc qiu precede, I’inLcgrale de Tequa- 
lion sans second niembre 

(l) Frrr:0, 

on obtiendra pai des quadralures ccllc de IMqualion a se- 
cond membre 

( 2 ) Fa m T 

On sera, d’ailleurs, dispense dc ces quadralures si ]’on 
pent determiner une sdlulion parliculiere de celLe dcrniere 
equation 

Ge cas se presen tera si T csl im polynome enLicr en /, 
. , siny/^, cosyfj Cai en rcmplacanL les sinus 
el cosinus pai de^ exponcnliellcb, T sera imc summe de 
lernies dc la forme 

y designant une constanle ct 11 nn polynome, donl nous de- 
signerons le degre pai X 

Nous aiirons done a clicrclier imc solution parliculiere de 
TequaLion 

( 3 ) 

Les sokuions dc cctle dqualion salisfonl^ rdquaiion 

(4) (D — Fx-=z{D — 

qui n’a plus dc second membre. 


I 
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Denx cas seront a distinguer ici 

1 *^ Si 5 differe de ^ 2 ? Tequation (4) a pour mlc- 
giale geneiale 

ou P est im polynome de degie )v 

Snppiimant les Lermes qiii apparLiennent a I’inlegrale dc 
Fzr=:o, on voit qiie requalion (3) doiL admeLlie une inte- 
giale particiiliere de la foime 

2 “ bi ^ , I’lntegrale generale dc (4) seia 

P;(?VH-P2eV+ , 

elanL iiii poljnome de degie p , + X - 

SupprimanL encoie les Icimcs qui appai liennenl a I’lnle- 
giale de Fx o, on voit qiie Pequation (3) admeL une inle- 
grale paiticiiliere de la foime oit P designe encoie 

un poljnome de degie X 

J^a forme de la solution pailiculiere etani assignee dans 
cbaqiie cas, il lesteia a delciminci les cocfficienlb du poK-* 
nome P Ponrcelaon subsLitiieia Pe'^^(oii t^iPe^i^) ala place 
de a: dans I’equation (3), Pidenlification des denx membies 
donnera iin sjsl^me d’eqaations lineaiies poui calculei les 
coelficients inconnus 




133 Exemple — Soit a mldgrcr Pequalioa 
cPx 


de- 


'-p zir cosnt 


Considcrons d’aboid I’equaLion sans second membic 
d^x 

HP 


d?‘ X 

-h m 2 ^n:(D* 4 - 


Son equation caract^ustiqiic 

-f- 111> =: 0 

adinet les dciiv i acmes simples ± mi Elle aura clone pour 
J - Cows, III 


ji 
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inLegiale geneiale 

C cos/?i^+ Cl sin 

ou G, Cl sont des constaates aibitiaiies (des polynuincs de 
degre zeio) 

Revenons a I’equation a second mcmbrc (5) 

( -h 111 ') X nt 

On en dMiiil 

(6) = /?0 cosn£—o, 

i" Si ceLte dernicre equation auia pom integiale 

generale 

A cosnx H- Ai sinn^ -h G cosm r -i- Gi sin /no?, 

ou A, A,, C, C| sont des constantcs arbitraires. Inequa- 
tion (5) a done line mtegrale particiilicrc dc la forme 

A cosnx 4- Aj sin nx 

Substituons cette expression dans (5), il viendra 
( — /i-4- m^){ \ cos 71^ -h Ai sin 71^)™ cos7ia7, 

d’OLl 

A n. — , A. o. 

— 77 - 

L’lntegiale generale dc (5) sera done 

^ ^ C0S7?X’ 

C cos 7??^ “h Gi sin ?nx H r ; , 

2 ° Si 71-=: les equations (5) et (6) deviennent 

())' m^) X 

\6y < (D^H- 7722)-cr = 0 

Cette derniere a pour integiale gendralc 

(G 4- AO cos7?z^ 4“ (Ci4~ Ai C) smmt 
ct (5y admettia une intdgrale parliculiire de la forme 
^(A cos7n^ 4 - Ai sin77iO* 


Equations lin^aires. 

Cetle expression j substituee dans (Sy^ donne 
2/7?( — A sinm^H- Ai cosw^)^:: cos;?i<f, 


d’ou 


A ~ o, Aj 


21)1 


L’lntegrale g^nt^rale de (5/ sera done 

t Q.osmt 


C cosm. 3 ? H- Cl sin moo 


2 m 


i63 


134 Consid^ions un systeme d’equations Iineaires a coef- 
ficients constants et sans seconds membres Nous suppose- 
ronSj pom fixer ]es idees, qne ces equations soient aii nombre 
dc tiois Elies seiont de la foime 


(^) I -h “ o, 

V —f" M2J) ' — 0 

Jj, designant des factems symboliques tels que 

H- a,, I 

Soit 

X m aD5^-l- , 

line dutie operation diffeientielle quelconque On a evidem- 
inent 

X ( L cr H- My -f- N iJ ) = o 


On pouria done remplacer le systeme ( 7 ) par le syslcme 
obLcnii en multi pliant symboliquement une de ses equations 
par X et I’ajonlanL a ime autre, par exemple, par le sysleinc 

(L-hXLO^+(M-f-XMi)y H-(N - 1 - XNt}xr o, 

-H Miy -i-* Nj-Cr Oj 


On peuL fairc subir au systeme une autre genie de Uans- 
formation 
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Sou z' line nouvelle variable defime par la relation 

r = ) y 

On poiiiia remplacci le systeme pxopose par Ic siiivant 

Ij z ^ -\~ (LX M ) j' -4“ N V -Of 
Li^'h-(LiX MOz-hNi^ --o, 


Ges deux soues d’operalions (combinaison des iqnalions 
donnecs et changemenls de variables^ voril nous pciinctlre 
d’lnlegrer le systeme 

13o Sou A Ic deteinunan t 


SoieiU 



M N 
Mi N, 
U, N, 


I ni n 

I I /q 

4 ^^^2 ^^2 

scs minenrs, o leur plus giand commun diviseur 


par ~ ) la tioisieme pai cl ajouLons , il vient 


Multiplions la piemiere equation (n) par^? la sccoiidc 

4 

8 


L ^ -f- Li /| -1- Lg /2 ^ M / *-1- Ml /] "-j-- IVTa /‘> 

_ ^ 

0 0 

, N/-|-N,Z, + N,4 

...j - 


on, d’api^s Ics proprieties dcs minenrSj 

A 

z 0 

0 

On troiuera dc in(}nic 

A A 

■z V zo, ^ Z z O 
0 0 
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Done z salisfont a I’equaLion diff^reuUclle aniqae 

A 

cloDl nous savons cleLerminer I’lntegiale g^nerale On anta 
done, en d^signanl pai 9|, Sj, les lacines de Tequation 
( aiacterisLjquc, pai pi, p,) Icni's ordies dc multipliciLe;, 

h -z , 

y — ^ 

^ ^ 4 - , 

P,, Q(, Rt (5Lanl des polynomes dc degre p^ — r, Po, Qo, Rj 
(Ics polyn6mcs dc degre po — t, 

SuhsLiLiions CCS valeurs dans les piemieismembics deseqiia- 
hons (7) el idenlifions le i^siilLdl a zero Nous obliendious 
im ccrlam nomine de relalions lineaires entre les coefOeienls 
(Ic ces polvnomcs, el la soluLion conliendra antanldecon- 
sianles aibiLraucs qu’il leslera de coefficients indetermmes 

136 Si les equations proposees avaient dcs seconds inem- 
1)1 es dc la foime 

IT, 11^ elanl des polynomes de degie ^X, on les fcraiL dispa- 
laiLie cn multipliant les ^qualions donnees par Ic facLem 
sy mb clique 

('L Ton serail ramcne an probleme precedent 

Celle analyse sommaire suffit pour oblenir la solution ge- 
n6rale, saiif le cas ou A cst identiquement mil Mais poui 
trailer ce cas CKCcptionnel, el aussi pour ddteimiiier / 07 1 
(Ians le cas gciii^ral Ic noinbre des constantes arbiiraires, il 
nous faut serrei la question de plus pi^s 

137 Nous considei eions le sysL^me propose comme d’an- 
lanl plus simple quo le degrii minimum de cenx des coeffi- 
cients L, , . , N 2 qui ne sonl pas identiquement mils sera 
plus peLil» Ceci admis, pioposons-nous de simplifiei progres- 
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sivement le systeme par les operations mcliquees ci~dcssiis 
(addition de lignes on de colonnes) 

Soit, pour fiivei ies idees, le cocffcisnl de degie mini- 
mnm dans le Tableau 

L M N 

Li Ml Ni 

La Ma Ng. 

IDivisant M par Mi, on pouira dciire 
M XMi-l-R, 

R etant de degi6 moindre que Mi si Mi ne divise pas M ot 
pouvant etre pris egal a Mi si Mi divise M 
Dans le premier cas, le systeme 

M-^XMi^iR N'->Ni 

Li Ml Nj 

L2 M2 N> 

sera plus simple que le propose* Dans le cas contiairc, il 

aura deux coefficients egaux ala secondc colonne 

On pourra de mcme, on simplifier le systeme, ou le rcm- 
placer pai im autie, ou Mo sou lemplacdpar Mi On obticn- 
dra ainsi im sjsleme de la forme 

Ml W 
Li Ml Ni 

L' Ml n;. 

Si Tun des coefficients U, Lj,Ni,La, NW’cstpas dnisililc 
parMi, on pourra simplifier le systeme (par des additions 
de colonnes), Smon on ponira rendre L' et %aux a Mi, 
Nous sommes ainsi parvenu a iin systeme ou tons Ies coef- 
ficients sont des multiples dii premier 
Son gdneralcment 

A AiA A2A 
BA BiA BjA 
GA CiA CjA, 
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liable sysLcmc Par clcs souslraclioiis de lignes, puis 
lines, on poiirra faire dihpaiailre les coefficients de 
tere Jignc et dela premieic colonne, saiif le pi'cmici, 
^laUcndia iin sysLcme de la forme 

A o o 

0 B\A V 
o Cj A Gg A- 

> ^'ii ^'2 ^ pouii'a dc 

smpldccr ie Tableau pai Liel 

BjA B'^A 
C\ A A 

XAtie, ou Ic premier coefficienl sera im multiple deA, 
VAi, lo second ct le troisieme scront nuls, et le dcr- 
1 nn multiple de AAjtel que AA^ Ao 
bleau esL ainsi raniene a la forme canoniqite 

A o o 

o AAj 0 

0 o AA1A2 

lartie des transformations que nous avons fait subn 
jau sont dues a des changements de variables Soient 
is dcrnidi'es vaiiables md^pendantes adoptees Elies 
(Sfinies ind^pendamment les lines des aiities paries 
ls hndaires 

A$ = O AA^TjrrO, AAiA2C = 0 

mbre des conslantes arbitranes sera egal a la somine 
des polyndmes A, AA| , AA^ Ao ou an degie de leur 
Or ceproduitest ^gala A, carles additions delignes 
lonnes ne cliangentpas le determinant 
Dll aisemcnt qu’elles laissent egalement malteres 
s grand commun diviseur S, des minems du premiei 
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sivement le sjsttoe par les operatTons mdiquecs ci-clcssus 
(addiLion de lignes oa de coloiines) 

Soil, pour fixer les idees, Mi le coeffcionl de dcgrc mini- 
mum dans le Tableau 


L M N 

Li Ml Ni 
L2 Ma Na 


Divisant M par M|, on pourra eciire 
M:=XMi- 1 -R, 

R etant de degre moindie que si Mi ne divisc pas M el 
pouvant elie pris egal a Mi si Mi divise M 
Dans le premier cas, le systeme 

L_XLi M — XMizzzR N^)Ni 

L, Ml Ni 

L2 M2 No 

sera plus simple que le propose Dans le cas conLrairCj il 

aura deux coeflicienls egaux a la secondc colonne 

On pourra de mcme, ou simpiifier le sysL^me, 011 le rcm- 
placer par un autie, ou Mo soil rcmplac^ par Mi On obucn- 
Jia aiiisi iin sjsLeme de la forme 

U Ml N' 

Li Ml Ni 

L' Ml K 

Si Fun des coefficients D, N', L| , Ni , Lj, Nj n’est pas dhisililc 
par M,, on pourra simplifier le systeme (par des additions 
de colonnes) Smon on ponria rendre L' et (igaux a Mi* 
Nous sommes ainsi parvenu a im systeme ou tons les cocl- 
ficients sont des multiples du premier 
Sou generalemenl 

A A 1 A A2 A 
BA BiA B^A 
CA GiA CaA, 
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I ‘^emblablc sysleme Par des souslracLions de lignes, puis 
colonncs, on pouria faire disparaiire les coefficients do 
premiere ligne ct de la premiere colonne, sauf le prcmiei, 
I’on obliendza im sysLemc de la forme 

A o 0 

o B\A b;a 

o C j A C 2 A 

S. C'.,C' nc sont pas mils a la fois, on pourra de 

iine x'empiaccr le Tableau paiLiel 

b; a b; \ 

G'l A C', A 

X- Lui aulie, ou le premier coefficient sera iin multiple deA, 
que AAn Ic second et le troisicme seront mils, et le der- 
sera iin multiple de AAjtel que AAj 
T^c Tableau esl ainsi ramene a la forme canon i que 

A 0 o 
0 AAi o 
0 o AA^Ag 

CJne paitie des iransfoimations que nous avons fait siibir 
Tableau sont dues a des changements de variables Soient 
^ les dermal es vaiiables md^pendantes adoptees Elies 
'onl ddfinies ind^pendamment les lines des auties pai les 
Lxalions lm(§aires 

) A$ = 0 AAj/)n:0, AAjAg^znO 

r.c nombre des constantes arbitraires sera egal a la somine 
3 dcgi 6 b des polyndmes A, AA| , AAj Ao ou au degie de leur 
3 dull Or ceproduitest ^gala A, carles additions de lignes 
de calonnes ne cliangcntpas le dc^terminant 
On volt ais^ment qu’elles laissent egaleraent inalteres 
Ic plus grand commun diviseur S, des mineuis du premiei 
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oidre, Ic plus grand comnum diviseui 3^ des minciirs clu 
second oidic, etc Oi, sin la forme icdiule du Tableau, on a 

A — A^AJA,, 

S,zr: \ 

Ces cquaLions pcrineLLraient de delei’inuicr a pi ion A, A,, 
Vs a rinspcctioQ du Tableau piimUif 

138 Si le picmicr coefficicnL A se icduil a line conslanle, 
la premiere ccjualion (8) nc seia plus one equation ddleien- 
licllc, mais donnoia ^ ~ o Si A| se i6duil aussi a uiic con- 
stante, on am a do m^mc ^ o, etc 

Enlin, bi A est nul, an ouplnsieurs coefficients A, A|, A, 
ceront mils Soil pai exemplc Aj = o Los deux jiiemioies 
ec[aations(8) deteimineront encore mais ladcinlere de- 
venant identiqiie, la fonction ^ rcstcra arbxtiair * 


139 On pent ramcner aiix equations a coefficients con- 
stants les equations lineaires de la forme 

^7 'I yy* il*l — 1 y 

Posons en elTet 

-h p —e", d’ou a c" du ^ 

on am a 


dr 
dt 


dr 

- j 

a 

dx 


d^x 


d 


dt 


dt- du 

ct, en gen(§ial, 


„ c/r 




P;^ designanl une fonction lindaire a coefficients conslnnts 
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dc 


dx 




En cffet, SI cette proposition est etablie 

poiu le nombrc A, cllc seia encore viaie pour /r -h i, car on 
a lira 




dU^ 


da 


7/1-Hl ^ — w 


— ke H- e j 


y ' I-] 


SubsliUiant ces valeiiis dans I’eqiiation pioposee, on aura 
jiour determiner ;zr cn foncLion'de u une equation lineaiie a 
coefficients constants 

Si P^quation caracLeustiquc coricspondante a scs racmes 
megales, I’lnt^grale gen ei ale sera de la forme 

a =rCieS«-i-G2e^''-H (aZ + P)S -+- C2(a^ 4- P)^-4- 

S’ll y a dcs racincb multiples, a cbacunc d’clles, coi- 
respondra comme solution une expiession de la foime 

~h Cl f- H- G^j -I 

rr. (a / 4“ p)^| C “h Gilog(o£Z 4~ P) -h Gjj.. 1 logH'"^( %t~\- p)] 


" III — Integration par des series. 

140 Considerons une equation lineaiie sans second 
membre 

<:/"r 

dont Ics coefficients soienl imiformes en t ct n’aient que des 
points critiques isoles 

Nous avons vu (H9) que la foime gi^neralc dc ses inte- 
grales est la siuvanle 

Ci.ri4~ 

ou Cf, c,i sent des constantes, ct ; 2 ;|, , Xn nn sys- 

t^me quelconque de n int6gralesind6pendanLes Nous savons 
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t 

* en outre (92) qiie ccs integiales n'onl pas cPaiiLics poinls 

critiques que ceux des foucUons pi, » » , pn 
r Cherclions comment se comporLent ces integrales lorsqne 

V la variable independante t Lonnie aiilour d’nn do ces poinls 

f critiques, que, pour plus de simplicile, nous supposerons 

I ^ situe a Torigme des cooidoiin^cs 

r L’lntegrale consideiee x vane avec mais sans cesser do 

‘ satisfaire a T^quation differenticlle Loisque i levienl a 

, Yaleur mitiale, pi, ^ pn reprenant egalemcnL leurs valours 

initiales, Tequation dilT^rentielle redevient cc qii’ellc cLait 
^ piimutivement , et Tintegrale Lransibimde, devanl saLisfauo a 

cette equation, seia de la foiine 

*' Ci^i4- 4- 

, En particnliei, sou Xi Tune quelconque des inldgrales 

mdependantes ^ 1 , , , clle seia li'ansformce en unc ex- 

pression de la forme 

de telle sorte que la rotation de t axitour de rorigxne am a 
pour resultat de faire subii aux int(5giales ^ Va une 

substiLution lineaire telle que 

1 Cfii 4 - 4 - 

^ Le determinant des coefficients c sera d^ailleui's different 

de zero, car, s iletaitnul, les integiales transform^es seraienl 
liees par une relation lineaire, qui conLinuerait d’avoir lieu 
en faisant retrograder t en sens contraire de son mouvenicnt 
pumitif La memo relation subsisterait done cnlre Ics into- 
grales primitives contrairement k rhypolbdse 

faite, que ces integrales sent mdependantes. 

141. Sou 

’ . . , 
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un autre sysleme quclcoaqiie d’jntegrales independantes La 
suhsLUiilioii S, oper^e sur les rcmplacera les jk p^ir d’aiUreb 
foaclions Iineaires des oii, comme les ^ s’expumenl 
lin^airemenL au laoyeu des par des fonctions Iineaires 
des/ 

La rotation aiilour de Torigine aura done egalenient pour 
cfTet de faire siibir aux / ime substitution Imeaire Nous 
pouvons nous proposer de profiler de rindeteimmalion des 
coefficients a pour simplifier le plus possible Fexpression de 
cette substitution 

Chcicbons tout d’abord s’ll existe qiielque mtegrale 

qui se reproduise multipli^e pai un factcui constant 9 II faut 
pour cela qii’on ait 

-i- H- -h 

:rzs(ai^j-j- H- r ) 

d’oLi les equations de condition 

( Cn -- 9 Wj + CSi (^2 "H “-H C^ii ~ 0, 
(Cj2—s)y.2-h -f-C/, 2 a/,=:o, 

j 

\ n "H C 2 n 2^2 H~ H" {<^nn — *9 ) 0 

Les coefficients c^i, ^ a, i ne pouvant ^tre mils a la lois, 
il faudra que ie deteiminant caractenstique 

Cjl — ' 5 Coi C/ii 

^ _ Ci2 C22 — s 0,1% 

^in ^2n ^nn 9 

b’annule 

Supposons d’abord que I’^quation A = o ait n racines 
andgalcs ^|, , Sn Soil Si Tune d’elles. En la substituant 

dans les dqualions (i) elles deviendront compatibles et d^- 
ternrineront les rapports des coefficients a II exisLera done 
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line fonction j ^ qiii se repioduua miiUiplide par 9^ D’aillotn 
les /z fonctlons/^ 5 ainsi obtenuessoiiL jnclcpcudanlcs , 

car, SI elles eLaient Iiees par une relation 

la rndme lelation devant subsister consLammcnl onlre Icins 
Lransformees, 00 auiait, en faisanl fairc 11 — i lo^uluLnins 
successueb aiUoui de Tongine a la vaiiablc 

- o, 

} 

cquatioiisofncompatiblesj car le dcteinniiant 
! I r 


n’est pas mil, 9,, 9>, , s,i ctant iiicgaiix, cl, d’aulie jinrl, 

ies integrales , c,iyn ne peiivcnt eUc loiilcb luilb^'. 

Done, en choisissant 7 ,, , cominc syslrme d’lnlr- 

grales independantes, la substuiition S prendra la Ibrmc Ires 
simple 

Xi 1 1 

J n S(i V n 

142 . Si nous avionj cboisi iin an He sysldm(3 qiielconqiie 
d mtegralesindependanles, tel qiie r,, , r,,, la biilj&LituUuu 

S aiuait pris une forme telle qiie 

j'f , 5 j „ deviendraient des fonctions liiieaircs do js, , ...Zns 
lesjuelles se repioduisent lespectivemenl iniilljpbccs par 
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Gcs mulliplicateurs devioiit satisfaire a I’eqiiaLion 


c/ll — s 

d^\ 

dti\ 

d 


dn^ 

d\fi 

din 

dun S 


Cette equation doit done 4trc identiqiie a Inequation A = o, 
qui a Ics memes racines On voil done qiie Ics coefficients de 
I’equalion en s ne dependant pas du choix des inlegrales in- 
dependantes : ce sonl des invaiianLs 

143 Les r(5snltats sont im pen plus compliqiics lorsque 
Inequation cn a a des racines egales Nous aliens ctablir L 
pioposilion SLiivantc 

On pent toujoiu s tj oupei un systeme dhntegi ale^ mde- 
pendantes foimant line ou plasiears seiies j ^ J-'mi 

• y j'lny telles que S j emplace les integiale^ 
d^iuie nicme sei , , jjx; , ^ m f especLiveinent pai 

I ) 7 ~1~‘ ) j 7 ^ /// ^tant une 

racine de U equation cai aciei istique 

Ce theoreme etant supposed 6Labli pour les subsliUitions a 
moms de n vaiiables, nous aliens dcnionliei qu’ii subsisle 
poiu line substitution S a vai’iables 

Soil une des racines de requatioii caractcristiqne 11 
CKiste une m leg rale y que S multiplie par j?, En la pienant 
pom inicgrale mdependante a la place dnuue des integiales 
pumitives X \ , S piendia la loime 

s — I /, , X,, Xa -1- ) 2 r, . , 'h '^nY I 

Xo, , X/i etant d(‘S fonclions lineaircs de Xy, , Xu’, ct 
aura poui dcteiminant caractcristiquc 

A, 

A' d6signant Ic determinant caraclerisLiqne de la subsLiLuLion 

b -- j 1^2) } Xf^ Xaj j {. 
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Nous poiiirons par hypoth^se changei dc variables, d(‘ 
manicie a mettie S' sous la foime 



t y m {y m H"' y/n-l ) 

^ ym ' iym y m '~ i ) J 


oil s/j Si ^ sont des racines de o 

Gemeine changement de variables, oper6 siu S, la riiduiiM 
a la foinie 


y 




7 i) 

y \^ 


Si } 

, J m S )'l -I" X] 7, , 9 , ( yin rm - 1 ) Y 

5 Ytii J i '“H X j J' , j ^I'iy m ym'-i^ I J 


Cliangeons de vaiiables en posanl 
VA - Y- Ay = 'y A 

S 1 cmplacera Y, , , Y^, par 

5 

0 i + n-l ) + + “A 5 l i = .». ( Ya H- Y4_, ) -I- |A;. Y, 

) 

eii posantj pom abreger, 

— A9,) = SJ.n 

Si) I 9i :n: 

La SLibstitiitioii S aura done conserve sa forme gdridralcj 
luais on pent disposer des inddtermmdes c/(, , ,j a/f, . do 
nianieie a annuler tons les coefficients [x si Lous ccs 

coefficients, saufle piemier (x,, si 5, == 9^ 

Nous ponrrons iaire disparaitre de mdme Ics coefficients 
(saufle premiei, si Sif=: Si). 

Nous pouvons axnsi lainener S a une forme telle quo la 
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suivaiilc ' 





y 





v„ 

. Y,„ 

Y, -h 

1 (Ym + Y„(- 1 ) 

S =: 

Y'n 

, Y'„, 

^.y;h-|.;,, 

, ^.(Y',-hY„,._.) 


3 

z„ 

J 

5 

, Z;, 

? 

j 

^2 Zj, 

3 

3 

7 ^2 H“ Z;;„J ) 

3 


144 Sapposons qiie, parmi les coefficjents [jli, ij.' , qiic 
conlicnt encore celte expiession, il on exisle au moms deux 
pi et p', qui ne soient pas mils, et soil, pour fixci les idees, 
Prenons pour inLegiales indepcndantes, a la place 
deY',, ,Y;,,les suivantes 


S lemplaceia evidemmcnl Ui, > U/,, * par 

j 9] ( U 4 “H U4_ j); j 

de telle sortc quele icrmc p',jK aura disparu. 

On pouna ainsi faire disparaiLre Ions les teiiiics en j , sau^ 
un seal, lei que pi j'* 

Supposons done que p',, soiciit mils Si pi<o, on 
iraiiia qii’a poser 

Pi/ = ^iYo 


pour lamener S a la forme canonique chei elide 


Yo, 

y;, 

> 


Y„ , ^,Y„, .,(Yh-Y„), 

Y;, , s,Y\, s,{T, + Y\) 

> J J ) 

Z ,, , ^2 2^13 *^2 (^2 “ t " -^1 )) 


Si Pi elaUnul, S aiu'aiL ddja da forme demandde, la pre- 
rmcic sdne dc variables dlani form do de la seule valuable y. 
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14.8 La subslilulion S eLanliamcnee ala fotme canomque 
qne nous venous d’indiquer, soient/oiju >7* 
series foimees par les nouvelles intdgiales auxqiielles elle cst 
rappoi lee , s la i acme correspondanle de liquation A = o 

Proposons-nous de di^teiminer la lornic generalc de ces 
intdgrales 

Posons poui abreger, — ^ logs = > cl faisous 

* 2 71 1 


les 5 ctant dc nouvelles mconniies Lorsqii’on toiirne auloin 
de Fongme, r se repi’oduit multipbe pai done 

les ^ devront subir ralteiation siiivaiile 

I •c?o, } -^0) j ->>(. 1* 


Pour tiouverla foime geneialc des foncLious qiii jouisscnl 
de ccLte piopricle, nous rernaiquerons que la loncLioa 

— ^ s’acetoil de runite par unc rotation autour de i’oi i- 

gine Si done nous posons 


Oi^T— log^, 
i 7v Z- 


— ]) — /r-l-i) 

n 1 ’ 


cettc rotation 
cn 

O/^-h 


cliangera 9, en 8, 4- i el, plus gencialcmenl, 

(0|--i-r)0| (Oj — A 4 - 2 ) 

_ 


Or 


0i (0,-^0 .(Qi-/c 




l^osons inauitcnant 

j 

^1 — 0| ?£q4- ll'li 
♦ > 

zi, O4 4- it I 4- ~h i< , 

A/o, , u/( dlant de nouvelles fonctions Pour que , , 
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Zi, sii1)issciU la ti ansfoiinaLion demandce par line rotation 
aiitoiu dc I’ongincj d seta necessaiie et suidsant qae , 

iij, icslcnl invaiiables 

On oblicridia done, cn icmpla^ant les fonclions 0,, , 0/f 

]iai IcLii'S valeiiis cn /, pour Ics mtcgialcs chci dices > 

\ /,, des expiessioiis dc la lormc 

7^0 ” 1^0 J 

1 1 V (Mi log / H-Nt), 


™ . ), 

Mq, Ml, j clant dcs fonclions monodromes aiix: 

environs de Torig’nie Ces fonclions s’cxprimcnt, d’adleurs, 
bneairemenl an moyen dcs k -f- i fonclions distinctes Wo? 
uj, En partiCLiliei, les fonclions Mo, M|, , Ma de la pie- 

m]6ie coloniie ne diffcient qiie par des facleurs constants 


146 Les fonclions monodromes Mo, Mi, N^, seront 
ddvcloppablcs en sdrie suivant les puissances positives et ne- 
gatives de t Si la sene des puissances negatives est limitee 
pour toiites les lonctions qui figurent dans une des mte- 
grales ci-dessiis, cettc integiale sera ditc regalieie aux envi- 
rons dll point t o 

11 est intdressant de icconnatlie dans quel cas I’^qiiation 
proposoe admel un systeine d’mldgrales mdependantes toiites 
r^gub^res. M Fuchs a etabli a cet ^gard le theoreme siuvant 

Pour gue V equation 


dn ^ ^ 




adnietie n inlegiales mdependantes reguiici es aux envi- 
rons dll point /•= o, il Jaut et il suffit guej poui chacun 
des coefficients de V equation^ tel que pn If point l =-=• o ?o// 
un point ordinaire^ ou un pole doni V ordt e dc multi pliciie 
ne swqyasse pas i* 

3, — Coun U1 i-i 
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Demonlions d’aborcl qae ceLLe condition cbt necessane 
11 est manilestCj en premici lieu i" que Louie exprebsion 
legubeic, telle quo 

(M log^^ N t-h 4- R), 


a line cleiivde 





-h R) -l- 


i M log*“^ t 


-h M' log^/ ■ 


egalemenl reguliere j que tout produit d’cxprcssions regu~ 
lieies est une expression reguliere. 

Si done Ics iiitogiales d’une equation d ordre // 

sonl xegulieies, les coelficients de requation, mi«^c sous la 
lorine 

^ rt Jn 

fyyfh 

^ J I J n 


seront des sommes d’expressions I'egulidres, Lcllos qne 
( 2 ) ^^(Mlog^^ 4 - ) log^ij -I- ) 4 - 


D’ailleuis, lorsque t tourne autour de Foiigine, 
subissant une substitution line aire, leurs ddmvees d’un ordre 
quelconque subissant la in^me substitution, les coefficients, 
qui sonL des ddtcrmmanls formes avec ces quantitds, sc re- 
produiront multiplies par le deleimmant S dela substituLion. 

Or, pour qu’une expression de la forme ( 2 ) jouisse de 
oetle propn^tc, il faut manifestement quo les logarillimes 
disparaissent et quo les exposants ^ / 1 , - ne different de la 

quantum ^^log8=:=j3 que de nombics entiers Les coeffi- 

cients de Pequation seront done de la forme P ^Lant une 
fonction de la m6me esp^ce que M, M|, . , c’esl-^-dire 

ay ant un point ordinaire ou un p61e an point 1 = 0 

Si mamtenant nous divisons I’^quation par Ic coefficient 
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de la plus haute deiivec, disparaitra ctil viendra 
cV^ X X 

_H-p, ___ + 

les coefficients , pn etant des quotients de fonctions 
pour lesquelles i o est un point ordinaire ou un pole, ct 
jouissant evidemmcnt dc la meinc propnete 

Ilrestc ainonti'er quo Tordrc de nuiltiplicite du pole ^ ^ o 
pour Ic coefficient p^ ne pent surpasser e. 


1-47 Posons a cet elTct 

^ etant une nouvelle variable et T une function de I qui soit 
de la forme 


(3) 

Nous obtiendions une equation transformce 






-i^{n — i)piV 
-hpzT 

ou, en divisant par T, 


- /i T' 
■/^iT 






- zrz 0 


di"’ 


T 

«Tn 


■Pij 




T" T' I 

T T 


4- 


Si Pcquatioii primitive a ses mtdgrales r^gulieres, il cn sera 
de meme de cette nouvelle equation, dont les mt^grales s’ob- 
tiennent en nuiltipliant lespr^c^dcntes par Pexpression regu~ 
here 

— zr (d 4- d^t -h ) 

V 

D’autre part, t = o ^tant un p61e d’ordi'e i poui y* 



Tiioisii>iii puiia — cuAPirm ii 


i8f> 

croiclie 2 poui 5 on voit qne, si ce point est iin pulp 

d’ordie k au plus pai rappoit a chaque coefficient />/, tie Te- 
quation piimitive, la meme pioprielc siibbistcia poiirl’equa- 
tion tiansformcc 

Reciproqiiementj si I’equaLion Iransfoimec join I dc celtc 
pi’opiietej Tequation primilive, qiu s’en dcdiut par la sub- 
sli tuLion 

la possedera egalement 

II suffira done, pour elabln' le llieoreine pour l’<5qualion 
primitive, de le demontier pour requaiioii transformec 
Cela pose, il resuUe de I’analysc cUi n® 148 que PequaLion 
en X admet necessairement au moms une mtegrale j o = 
depourvLic de loganllimes Cette inlegrale ^tant rdguli^re, 
par hypotliese, seia de la forme (3) En la prenant pour T, 
la Lransformee en admetlant comme iiiLegrale la constantc i , 
ne contiendra pas de leime en ^ et se rcdiiira a la loime 


dH 




dt 


= o 


Posant 


dt 


= on aura rcqualion d’oidre n — i 






dontles mtegrales, etantlesdenvces de cclles dclapreccdcnte, 
seront encore regulieres Si done le tln^oreme est supposd 
vrai pour les equations d’ordie n — i, ^5 = 0 sera un p6]e 
dordre k au plus pour c//i Le theor^me sera done vuu pour 
requation en | ct pour F^qiiaLioa primitive en cc 
11 suffit done dMtaldir le tlidor^me pour Ics equations du 
premier ordic. Or so*t 


dx 
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one semblable equation , si elle admcl unc ml^rale I'iiguh^rc, 
die seia de !a foime 

Or, SI ^ 0 esL pour p\ an p61e dont I’oidic p. de mulii- 

plicjte sojl > 1 , de telle sorte qu’on ait 

p^-=za t~V Ui z M- 

et qa’on subsLilue poui x une valeiii dela forme T, le lesullat 
de la substitution contiendra im icrme de degre 

moindie qiie Lous les an ties et qiu ne poiirra se rediine avec 
cux, done il ne pouira pas existci d’mtegrale rcgulide 


148 Re^ciproqiiement, nous allons etablir qiie Loiite equa- 
tion diflerentielle qui saLisfait au\ conditions enoncees a 
n integiales regulides 

MuUiplions Teqaalion par Z" , il viendra 


cV^ X 

‘“llF 


~\~pl t 




T 

"di^ 




"dt^ 


™ o 


L’origme dtant, pai hypolhesc, nn point ordinaire pour Ics 
fonctions p\ Z, , on poiirra ^crirc 

p^t z:z, a^t , 


Sou p, iin rayon de convergence cominun a ccs series, 
on aura 











M desi^nantunc constantc 

Si nous substituons dans le premier membre de Pcqiialion 
pioposec la valeiir x nous obtiendrons le resullat sm- 

^ dUL 
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cn posant, ponr abr^ger, 

/(a— i) (r— w -hi)‘+'ao^ (' *-"0 (/— « + 2 ) 

-hZ?o/'(/— i) ( 7 — =r:F(7), 

(7 — /i-h2) 

+ (7--7i-h3)-H — fw(0‘ 


En sub slit 11 ant la valeur 




x = t' 


on obtiendrait evidemment comme rcsultaL 


^cj> 

— =: log^^-h log^”U 

c// ^ Or 

A ( X — I ) <E* , T > , , 

logX~2 £ 

j 2 dr^ 


dXci, 


Nous nomnieions equation determinante rcquation de 
degie n 

Y{r)^o 


Groupons ses racines en series, en rdunissant ensemble 
loutes celles dont la diflference esL nulle 011 egale a im enUer 
leel Nous allons demonliei' qu’a cbaqne sene conlenanl;?? 
racines conespondent m integiales regulieres de T^qiia- 
lion 

14*9 Admettons, pour fixer les id6es, que nous ayons une 
sene contenant quatre racines, dont deux dgalcs k cr ei deux 
egales a a -j- 2 , 7 designant un entier positif Nous allons ob- 
lenir one intdgrale reguli^re de la forme siiivante 

(Cjx-f- cjj logif "4~ 


( 4 ) 
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dans laquelle qualre des coefficients c restcront arbitraues, 
ce qui donne JDien quatic mtdgrales particulieres disdnctes 
Subsliluons en eflfet la Yalciir piccedente dans Tequation 
proposee, et egalons azeio les coefficients des leimes en 

il viendid 


I F (y -h ^ — I ) 6*JJLr^ cpa { ^ I-' ^ -2-H — 

1 F ( a |x) Cfj -h cpi ( a "h a — l) ^2 P — 2)C|j_2H- 

1 H-2 [F^(a-hp.)cJjH-(p\(^(H-(J (A-- 2)4. 2H- 1 

-{ 3 [F''( a ~h |j, ) c'fj-i- cp\ ( c( H- jj — I ) H- 0" ( a -h [A — ' 2 ) | — 

F H- p)c,j-l-cp, (a -h (A — i)C|x-i~hcp2(^ -i~ [x •— 2)c,j^2 

H-F'(of 4 -|x)(:;[j-hcp',(aH-(j - r ) e|j_i -i~ cp2(c^ - l- [ x — 2 ) ] 

-hF''(AH- ~h IJ ~~i)cl-i -hcpafa-h (J — 2)6'[,_2H- 

I H“ H~ |x) C[J-1- Cp ^ (ct 4" {A 1 ) 2"1" ] 

Dans les deux premieres dquations, on am a a donner a [a 
toutes les valeurs dc « a 00 , dans les deux deinieies loutes 
les valeurs de 0 a 00 , d’ailleurs les series qui formcnt les 
premiers membres se limiteront d'elles-memes, cenx des 
coefficients e"' dont Findice serai t < i et ceux des coeffi- 
cients Cj d dont I’lndice serait << o etant ideiitiquement 
nuls. 

Pour toute valeur de [a sup^rieure a z, F(c/ H- [a) 6tant ^ o, 
ces Equations donneront cj;, en lonction des coef- 

ficients d’lndice moindie Pour ja = z les deux premieres 
equations deviennent identiques, car elles se r^duisent a 

F(a4-zX=0, F(a4-0<'“+’3F(a-^hz)c;"=:o, 

et a + z dtant racinc double de V^quation d^terminante, 
F(a-}- i) et F'(a + t) s’annulent, mais F^'^(a -f- i) ^tant ^o, 
les deux deim^ies dquations d^termineront e"', c[. 
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Si z > p > 0, il ne reisLc plus quo deux equalions qii! dc- 
terniinent Cu en fonclion des cocfficienlh prdoedenls 
Enfin, pom p — o, ces equations dcvicimenl identiqiios La 
deteimmation des coefficients pout done loujours sc (aire, 
cl il en leste qiialre arbitiancs, a savou c', r,, cj,, Co 

loO II leste toiitefois a proaver la con\orgen(‘c do la sene 
obtenue Pom Fetablir, nous rcmarqmu'ons quo P^(aH-pL) 
etaiit nn poljndme en p d’oidie n Ics v<deiiis de rj", ^ c,j 
cm fonction des coefficients precedents fouimes par Ics (iqua- 
tions ( 5 ), loisqiie p ^ z, seiont de la loimic 

y -X) 

-“"A/; l-^ 

-r Pi, - y )-h -I- -P F ~~ 

I ' ~ I, 2 , -J, V — o, 1, o, 3), 

, PjvA etant des fonctions ralionnellcs cn pi, dont Ic 
denominateur estd’un degre an moms dgal a celui duniune 
rateiir (et dont queiqiies-imcs sont nulles). 

Nous obliendions evidemment unc limite supdrieuie du 
module des coefficients chcrclies en remplai^anl Ics (onctions 
+ p — a), etc , et enfin Ics coefficients des 

limites su])enemes de lems modules 

Oi les fonctions P tendant pour p =r: oo vers dos limites 
determ inees, leurs modules sciont con&tamnicnt infdrietirb 
a une quantite fixe Qi 

Noiih obtiendions, d’auire pait, unc limitc supdrieurc du 
module de Tecpression 

f a -f- |x — } ) 

- a> — p — A ) (^ a H- |x — X — j ) f a ~h p — X - n ) ) 

- ^ 6 , (a - 4 ^ JJ — X) (a -h p X — i) (an-, p X ri -\ J) 

) 

on remplaganL ay, by, par la linuLe siipdricurc dc loiirs^ 
modules ^ el Jes facteiiis » + p — a, par j c/ 1 + a 4 n 
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On Liouvera ainsi 


M 

|cpx(aH- (x — ))1<"7[(|& 1 -H [J + /zV''^ + (ia| -1" ~1 /0"“^-+- 

Oj designanL ime quaiUiLe liniilce 
Lc mcmc precede donneia 

1\1 M 

p p 

p 


P 


Cl, par SLiUe, 


^X,v ' 


0 desjgnant nne qiianlile fixe 

Crlte formiile n’est etaLlie qiie pom Ics coefficients dont 
Tindice mfeiieui surpasse i, mais, Ics precedents elant en 
nombre bmite, on poiirra toujoiirs prendie 9 assez grand 
pom qu’elle soit encore satisfaite pom cciix-ci 

Faisons successivcmcnt k = Oj i, 2j 3, ajoutons et iniilti- 
phonspai pl^, enfin posons, pom abr^gex, 


il Yicndra 


( 1 I I I + ^'|J M" I I ) — j 


^40 


-“1 |A .tedg 




etj cii cliangeant p en p- -h r , 
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et, en continuant amsi, 



En posant m oo , la sene cntre paientli^ses csl conver- 
gente, poiirvu qu’oa ait pns [x > 4 O, los quantitcs do, , 

sont done toutes inferieures a an(‘ linutc fuiie N 
A fojtioiij chacune des quantitcs 

restera < N, done la s^rie (4) sera conveigcnlc dans nn ccr- 
cle de rayon p 

lol Si la valeur de c'" d^duite des Equations (5) s’annule 
(il faut pour cela qu’un certain detcrniinant, qii’il sei'ait 
facile deenre, soil ^gal a zero), ions les coefficients qni 
s expriment lineairement en foncLion do cclui4^, s’aniuilc-' 
ront egalement, de sorte que tons les termes en log®^ dispa- 
raitront de Texpression (4) 

Si Ton a en outre c[ = 0 , les termes en log^/ disparattronl 
aiissi, mats, d^ et c, etant arbitraires, il restera toujours des 
leimes en log? 

Pour que les logarithmes pussent disparaitre cnlicreincnt 
de Imtegiale, il seraii evidemment necessaire que la s 4 ric 
de racmes que nous avons consid^ree ne contint que des 
racmes simples 

Remarquons enfin qu’il pent se faire que Ics laci'nes dc 
I’equation deteimmanle soient des entiers posilifs ct quo les 
jntegrales ne contiennent pas de logarithmes. Dans ce cas, 

le point ? = o ne sera pas un point critique pour les intd- 
grales. 

A.insi Tequation 

dos 

^ + <*2 . )a) — Q, 

oh m est suppose euUer etpositif, a pour Equation dcJlermi- 
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nante 

r — m-^ o 

el son mlegralc sera de la foime 

152 Nous venous d’etablir qiie, loisquc I’dquation cliITe- 
lentiellc propos^e a Louies ses inLegrales rdgnlieres, on pen I 
les obteuir par la m^thode dcs coelficienLs indetermmes 
SichanL d’ailleurs que, lorsque t Loiirne autour de Fouginc, 

se leproduit mulliplie pai et logi se change eu 

log^-H 2 T:t, on voU aisemcnt, par la compaiaison des d(5vc~ 
loppemenfcs oblenus, quelle esL la substitiUion que ceLtc rota- 
tion fait subir aux mtegrales 

153. La question se piesente moms simplcment dans Ic cas 
general ou Pequation differenLielle admet dcs integiales ir- 
legulieres, cai on ne pent Ics obLenir par la methode des 
coefficients andeteimines On pent employer dans ce cas Ic 
pioccde suivant 

Tragons trois cercles K, se cioisanl a Torigine 

(^fig i) et d’un rayon assez petit pour ne contenir aucim des 
autres points critiques Soient a, a', ol^ les centres de ces 
cercles. 

lug I. 



Soil, d’autreparl, X„ un syst^mede n mtegrales 

independanles On pent supposer que chacune d’elles est d6- 
fmie par la valeur qu’elle picnd, amsi que ses n — i pre- 
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micrcs deiivees cn iin point l b pns A Yoloiilt* dans I* 
cercle K 

Tant epic parUnt de ccHo valour inilial<*, roslora roin- 
pns dans le ccicle K, rinlegiale goinualo do rocpialion 
sera do la forme c^x^-'r 

senes convergcnles piocedaiK suivanl los pnissam'os d(' 
t — , 5 C/2 des conslanles On ama doiu ; lanl qin^ -f 

resleia dans ce ccrcle, 

(G) Xj: 1 H"" "H 0/; 

Ell exprimanl cpie le second inomliie (!(' colic f‘f‘alilf‘ cl 
ses 71 — f premieres denvccs prcnniml an pouil b los valenrb 
qui dcfinissent on aura un syslcmc d’oquahons liuoairos 
qui deterrnmeroni Ics coefficients c 

Siipposons qae t sorle de cc ccrcle [>onr enl roc (Lins lo 
cercle suivanl Dans cc second cercl(3 los inlo|^ralos soul 
d(iveloppables suivant les puissances de / — ol auroiU poor 
forme giineiale 

ri, ) n elant des senes, qu’il csl aisc (I(^ calculor par la 
ni<3tliode des cocfljcienLs indiilcnnincS On aura done, on 
particulier, 

ctee nouveau d(jveloppeinent Icia connailrc la vaLmc do X, 
dans lout rint^rieur dii cciclc K', lorsquc l(‘s caioflicionls 
diij , df^i seront connus 

Poui les detei miner, il suffil de remarquor (jui*, dans la 
parlic commune au\ deux cerclcs, l(‘s doux diWeloppenumls 
(6) et (7) etanl valables a la fois, on aura 

-h'Cnir,,^ 1 t 

cl par line sene de dciivations succossivi^s 

I.'" h i dfiij'fff 

CiiO-'r' -H -H C„, x',l ‘ <:/„j 'l~‘ -1 I- d„ij . 
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En donnant a t line valour pai ticiilicrc arbilrairemciU 
choisle dans celLe region commune, on obliendia iin sysLeme 
d’eqnations hneaiies qui donneiales coefficients d 
Si t passe du cerclc K' dans le Lioisicnie cercle 
X,, y sciont donnes par dc nouveaux devcloppe- 

mcnLs 

~h -{- e,ii z j 

suivant Ics puissances de — a\ z^. , Zn elanfc des scries 

aisecs a elablir, et * , 6^ des coefficients qu’on de- 

(.ernnnera au moyen de rcqiiation 

d\if i-h dfii Yfi — -{-CiiZfi, 

ct de ses denvees, en donnant a ^ une valeur compiise dars 
la legion commune a ct a 

Enfin, SI achevant sa revolution an tour de I’origine, sort 
du cercle K" pour rentrer dans le cercle K, on auia dans ce 
nouveau cercle 

Ics coefficients /se determinant encore de m6me 

En comparant ccs valours finales de X^, X.n a lours 
valeurs initiales (6), on voit que la substitution produile sui 
les mtegrales par une revolution de t autoiir de Fongine 
seia 

Ics constantes ctant deteiminees par les equations b- 
neaires 


/Ai~S'nCkL-\’- ,n) 

Cette substitution ^tant connue, on la ramenera aisement 
a la forme canonique en cliangeant le systeme d’lntegialcs 
distmctes que Ton consid^re. 

Les noLivelles int^grales lormeiont une ouplusieurs series 
Soil (Yo, . . . , Yf() rune de ces series. Ces int^grales auront 
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(145) la foinie suivanle 


(8) 


y«— 

j 

Y ( ^/i ^^0 ~t" ^ A — 1 H"" 


-H ifh) 


ToLitest connu dans ces developpemenls, saiiflcs fonclions 
monodromes Mais, en cliaqiie point clc la r(‘f»ioii 

occiipee pai les cercles K, K', on connail pai les dcvcloj)- 
pemenls precedents la valeiu niimdnque dcs mlcgrales 
Xi, , X„ et par suite cello des mtegrales Y|, . , Y/, Los 

equations (8) permettent d’en deduire cclle dc Uf^ 

Le theoreme de Laurent (t 11, n“ 326) foiirnira dds lors les 
coefficients des sdiies, procedant suivant los puissances po- 
sitives et negatives de qm representenl ces fonctions 


134 Des considerations analogues a celles qm viennent 
d’etre exposees permettiont d’mtegrer par des series touto 
equation Iineane qui n’a qu’un nombre limitd de points cri- 
tiques 

Soit, en clFet, F = o imc semblablc dqiiation II nous seta 
permis de supposer, pour plus de simplicitd, que iC = oc esl 
iin point ordinaire, car, s’ll en elait aulrement, soient /^i, 
^ 2 , • * les points critiques situds a distance finie, b un autre 

point quelconqiie , posons 

^ =r 6 4- ~ • 
u 


L’equation transformee en a admettra evidemincnt pour 
points critiques le point ii = o, correspondaut a ^ = co , cl 

les points Us = ^ correspondant a 

ifj, , mais Z(5 = 00 5 correspondant ^ ^ = 6, sera un point 
ordinaire 

Cette hypotbese admise, tragons un cercle K cnveloppant 
tons les points critiques , ti A Fexteneur de ce 

cercle I’mtegrale gdndrale aura la forme 

(9) CjA??, H- 


£Q^JATIO^S IlNrumrS IQl 

ri, J Xfi tlaul (Ics series qui proccdcnt siiivant Ics pms- 
sauces de ^ 

II esl clan, d’auUepart, qu’on pouria toujouis recoiiviir 
rinleiieur dc K et les portions yoisines de la region exLc- 
ueme an moyen d’un n ombre limiLe de ceicles ? 

donl chaciin pent passer pai nn on pliisiciiis points critiques, 
mais n’en contient aiicnn dan^^ son intciienr, tout aulre point 
sitiid sill K oil dans son intcrieiir etant an contiaire inld- 
iieni a Pun an moms de ces cercles K^, Ko, 

Soient K^il’nn qiielconqne de ces cercles, af,i son cenlie 
Dans Pmterjeui de ce cercle, Pmt^giale gcncialc aiua la 
forme 

(lO) /«!“•“ ^ in n /ft n 

. ^mn ctant dcs stb'ies pi occdaiit SLii vant les puissances 
de l — a„i 

Tragons maintenant line sene de coiipmcb L|, Lj, 
allant de chacim des points ciitiques toj jus([u’a I’ln- 
fini Taut ([ue f ne tiaverseia auenne de ces coupiircs, Ics 
mtegiales de Tequation rcsteiont monodromes SoltX^, , 
Xfi im systeme qiielconqne d’mtegiales mdepend antes, Clia- 
cune d’elles sera defime en un point quelconque par Pun on 
I’autre des d^veloppemenls (9) ou (10) paiim lesquels il y 
en a an naoins nn de conveigent Les coefficients c qui fign~ 
rent dans ce d^veloppementpoiirront d’aillcurs se d(5tei miner 
comme an n® 153 La valeiir de ces intdgralcs sera done 
connne en cliaqnc point dii plan coiipd 

D’aillenis, lorsqiie t toiirne autour d’lin des points cri- 
tiques, ces mtegrales siibissent unc substitution luicaire qne 
nous say on s dcterminei Supposons done que t se rende de 
la valeur miLiale ^ yaleiir finale quelconque T Poui 
obtemr la valeur finale des mt^giales X^, , X/^, il snffira 

de r^duire le chemm parcoiiru par la vanalile a une serie de 
lacets A^, suivis d’lm chemm A qiu ne tiaverse plus les 
coupures Lorsque t leviendia an point de depart Iq ajDr^s 
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avoir deciille lacct A, Jos ixiu'guiies auionl subi uiie siilisii- 
luUon bneanc connue S, le lacel Icin lei a subii line sc- 
contle siibsLitulioii S^, etc L’enbcnible cles lacels A, 
SLiccessivemcnl Jccriis Icur Icia done subir la snbshlulion 
icsiiltante SS^ , do telle soitc qnc Ics integralcb amoni 
passe de leurs valeurs iniliales X|, , X/^ a des valeins fi- 

nales X', j j XJ^ do la foiinc 

Loisque t decrua ensiiiLc la lignc A, cos expressions 
varieiont et piendiont en T les valciiis siuvantcs 

~h j 

Si, , S/i elant les valeursfinales dc Xi, , X,^, Icsqucllcs 
sonl donnecs sous lomie de seines, ainsi qne nous I’avons vu 

On pent done dcterminei a piioii la valenr finale d’nne 
integiale quelconqiie lorsquc Ja variable t ddcrit unc ligni' 
donnee, sans etre oblige de calculer la s6rie des valeurs sue- 
cessives par lesqueJles clle passe, pour les points mlerme- 
diaires 

155 La metliode prec^dentc cst suscepLililc dc nom~ 
breiises modifications, si Ton admcL, pour rcprdscnler les 
lonetions int^grales, d’autres developpemcnts quo ceiix qiii 
sont fournis par la sene de Taylor Siipposons, par exetnple, 
qne, parmi les points critiques, il y en ait aiix environs des- 
qnels les inidgrales soient regulifeies On pourra 6 vk 1 em- 
inent substitiier a quelques-uns des cercles dont nous nous 
sommes servis des cercles d^crils aiitour dc ccs points cri- 
tiques (poiirvu qii’ils ne conlienncnt dans lour mtdriciu 
auciin autre point critique), car on connaiL un ddvcloppe- 
ment des integrales dans ces cercles, el cela suffiL 

On pentencore, dansbeaucoup de cas, transformer I’cqiia- 
Li on differenlielle par ua changement dc variable 

d’oti 

Soil a un point ordinaire de r^qualion Iransformdc . on 
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aura un d^veloppement de ses mtegrales suivant les puis- 
sances de u — lequel sera convergent tant que le module 
de u — a sera moindre qu’une constanle donaee r Les mte- 
grales de I’equation primitive admeltront un developpement 
coriespondant suivant les puissances de valable 

dans toute la region du plan ou 

lequel developpement pourra etre utilise au besom 

ISO. Nous avons vu que, lorsque la vaiiable t levient a sa 
\alcLir mitiale ^o> apres avoir decriL im contour ferine quel- 
conque, les mlegiales Xi, , X,, subissent une substitu- 
tion lin^aire Gonsideions I’ensemble de ces substitutions 
S, S', coriespondant aux diveis contouis fermes pos- 
sibles K, K', 11 esi clan que, si S, S', sont deux de 

ces substitutions, coiiespondant respectivement aux con- 
tours K, K', on obtiendra, en decrivant successivement ces 
deux contouis, un nouveau contour ferine KK' auquel cor- 
lespondra la substitution SS', lesultante dcs deux premieies 
Cette dernieie substitution fera done elle-meme paitie de la 
suite S, S', 

On dit qu’une suite de substitutions forme un gjoupe 
lorsqu’elle joint de cette dernieie propriety 

Nous appellerons groupe de V equation dijfei entielle 
celui qui est forme pai Tensemble des substitutions S, S', 
Toutes CCS substitutions r^sultent evidemment de la com 
binaison successive dcs substitutions correspondantes aux 
lacets reldtifs aux divers points ciitiques 

157 La notion de ce groupe est d’une grande impor- 
tance dans toutes les questions qui se rattachent a Tetude 
des dqualions qui nous occupent. Nous allons, par exemple, 
montrer comment on pent reconnaitre, a Finspection du 
groupe de I’equation diCTerentielle 
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SI elle est leductible ou non, c’esl-a-due si die admet ou 
non des sola lions communes avec une autre equation 


G ^ 


dl"<- 




OC 


-f- 


H- gm ^—0 


^ coefficients unifornies, oii m-^ii 
Foimons Ics deiiv^es successives clc G, il viendia 


dG , d"^x ,d"'-'-x 

~dt ~~dt^ dt,"'- dt"'-'^ ’ 

dL"-''‘ ~ TiF ’ 

d'ti X 

et, en tiiaxit de ces equations Ics valeurs de 
pour les substituer dans F, il viendra 


d^Kv 

IF 




dn’-mQ 
difi -m 


H— A I 


dn-m-\ Q 




~H G 4 “ G|, 


Ai, j etant des fonclions imiformcs dc t, el Gi une 
d^^^ — djc n \ 

function lineaiie de -7-— ?-7r? ^ coefficients urn- 

foimes en / 

Les solutions communes a F = 0, G = o sent evidcmment 
les memes que les solutions communes a G = 0, G< = 0 
Done, SI Gi est identiquement nul, I’^qualion F= 0 ad- 
mettra toutes les intdgiales de G, et son premier membie 
sera une fonction lineaire de G et de ses derivdes 

Si G| n’est pas identiquement mil, mais ne conticnt 
aucune des denvees de x, on n’auia G< == o qu’en posant 
En dehors de cette solution evidente, les dquations 
F= 0, G = 0 n’auront aucune aat(§grale commune 
d^*' X 

Enfin, si G,=:Bo-^+ H- Bq n’dtant pas nul, 
on pourra opeier siir les equations 


G = 0 ) 


Bo 


Gi = o, 


tQUATIONS LIN^-AIRFS 1^5 

comme sur les equations pumilives, cl en cl^duue une noii- 
\elle equation Go — O, a laquellc les solalions communes 
Jevront encoie satisfaire 

En poursmvant cellc sene d’operations, toutes scmblables 
a celles du plus giand commim diviseur, on aiiiveia evi- 
d eminent a ce resultat 

Sl deux equations lineaues F = o, G = o, a coefficients 
unifoi nteSj out des integtales communes^ on poiu /a de- 
le j niinei une equation de meine espece H = o, ayantpoui 
integi ales ces solutions communes f et¥^ G set out des fonc~ 
lions lineaues de H ei de ses dei wees 

Gone, Sl I’equation F=:o est lediicLible, il existeia une 
Equation d’ordre momdre, H = o, dont elle admel touLeb les 
integrales 

188 Gela pose, soient Xf, , X/^ un systeme quelconqiie 
d’lntegiales independantes de F=o, Y], , , un sys- 

teme d’mlegialcs independantes de H o Les integiales de 
celte derniere equation auiont poui loime generale 

et se permit tei on t les lines dans les auties lorsqiie t decrit un 
contour lerme quelconqiie D’ailleuis Y), Y,;^, elant 

des integiales de F=o, seiont des fonctions lineaues de 
Xn .,X, 

Done, si F = 0 est r^ductible, on poiiira determinei des 
fonctions Iin^aircs Yj des mtegrales X|, 5 X/^, 

eii n ombre <; n et telles que les fonctions du faisceau 

CiYi-f- -h 

soicnt exclusivcmcnt permiitees les lines dans les auties par 
toutes les substitutions du groupe de liquation F=. 0 

Nous exprimerons, pour abr%er, cettepropriete du groupe 
de rcquation en disani qu'il n’est pas pnmahe^ 

Reciproquement, si le groupe de I’equalion F~ 0 n’est 
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pas pnmaire, TequaLion seia iddiicLiblc. En oflcl, Ics into- 
grales Y^, , Y;;j saLisfont d I’dqiialion croidie m 


X 

clc 

clt 

d"^T 

dU" 


Y, 

y; 



dont !es coefficients sont monodiomes (apices qu’oii a clivise 
pai le coeKicient du picmiei leimc) Ed eflci, faisons do- 
erne a t iin contour feime quelconquc J^os fonelions 
Y,, , Xni etant tiansformees en dcs lone lions Jineaircs de 
Y,, , Y,;/, les delcrminanls qui foimenl Ics coclIicnuiU de 
requation se lepiodimont miiltiplie& pai Ic deleiminant d(‘ 
la transfoimation Leuis rapports rcpiendronl done la ineinc 
valeur 

Pourrcconiiaitie si Tcqualion F— 0 -csL irrcducLible, nous 
n’auiODS done qu’a olierchei si son groupe E cbL primairc 


189 Soient S, S^, les substitutions rclalives au\ divers 
points critiques, et dont la coinbiriaisou reprodml f Si 
chacune d’elles multiphe toutes Ics mtegralcs par un nn^nn' 
fdcteur constant, il est clair que toiUes les substilu lions def 
]omront de cette meme propri^le el que cc gioupe no seia 
pas primal re 

bupposons au contraire que, parmi Ics subsliUUions S, 
S', , il en existe au moms une S qui nc mulliplie pas 

loutcs Ics integrates pai unm^me facLeur Prenons a la jilacc 
de X., , X/2 un autre systeme d’mtegralcs md6peadantes, 

rhoisi da inaniere a ramener S ^ la forme canonique. Siip- 
posons, pour fixer les adees, quo Pequation caracterisLiquc 
pom cette substitution ait deux racines b ^ qu\i la racineri^ 
(ouespondent quatre series d’mtdgrales, dont Irois con- 
lion rent A int grales et la quatri^me I integral es, I etant 
<"A, et qii’^ !a racine b correspondc unc seulc s^rie de 
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untegrales, la forme canomque de S seia la suivanle . 




,7a 


~l~/2 )j 

«(72-+-/2)j 


y'u 


,7'a 

«{7'i 


1 )> 

, «74 



,7a 

«(>"i 

H-r'i), 

«(/2 + r;), 

5 ciy\ 


^2) 

, ■"/ 

«(5i 


a (^2 4“ -^3 ); 

3 Ct^l 


ihj 


6(«, 

-i- ) 3 

+ Lii), 

3 1>LI, 


Soil 

Yj— r/i/i -hc/2jK2H~ ^fi^h 

une mtegiale quelconque Effecluoiis siir ceUe expiession 
les Li'ansformalions S, S', Nous obtiendions de nou- 
velles expressions de la forme 

Di > 1 -h- D2 Xo -}- 

ouD^,D2, , F2 sont de^ fonctions Imeaires de c/| j (tZo, ,/, 
Si paimi ces expie^sions il en csL qiii ne soieiit pas h- 
neaiiomcnt di'^tinctes de cidlos qiii les precedent loisqne 
rfo, 5 4 lesLent mdetcrmm( 5 s, on pourialcs suppiinici et 
liansloimei de nouveau cellos qui resLent pai les subsliLu- 
Lions S, S', o Parmi ces Uansformees on suppiimeia 
celles qui ne sont pas distincLes, et ainsi de suile, jusqu’a ce 
qu’une nouvelle Lransfoimation ne donne pins aiicune e\- 
pression distincte de celles olilenues precedemment Cette 
suite d’operations est n6cessairemenL limiLce, car toutes les 
fonclions obtenues sont lineanes par rapport aux pioduits 
en nombro limite qu’on pent former en multiplianl les inte- 
grales jKi 7 ^2) j pai les aibilraires , r/o, , /z 
SoicntYj, Yo, les diverses fonctions amsi obtenues 11 
est clair qiie toule subsLitution de T transformc les unes 
dans les autres les fonclions 

c Y 1 H“ ^2 Yj -|- 

du faisceau <[> forme avec ces fonclions 

160 Cela pos^, cherchons k determiner les arbitiaircs c/, , 
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, /;, de telle soite que dans oliacunc des fonctions 
Y,, Yo, les coefficients D^, D' dcs termos on 
r'j, y\ disparaissent Nous obticndions ainsi une sene 
d’cquationslineairespariapporLaiix aibitiaircs c/|, 

Supposons d’aboid que ces equations soicnl ooinpali])les 
Assignons a sj/sLcmc do valours qui salis- 

fasse a ces equations 

Les fonctions Y,, Y^, ne dependant plus que dcs va- 
iiablesj)o, I'lJ’ ’/I’ 

nombre n, celles de ces fonctions Y|, , , Y,,^ qui lestcnt 

encore Imeairement distinctes seronl on noaibie <^/u D’ail- 
leurs les fonctions suivantes Yw_|,i, s’expiiinanL linoairc- 
ment au moyen de cellcs-la, toutes les fonctions do <I> poiir- 
lont se mettre sous la foime 

CjYiH- -1 C‘//jY;;, , 

et, comma elles sont transform dcs les uncs dans les a u Ires 
par toutes les substitutions de F, ce groupe ru* scia pas pri- 
maire 

161 Supposons, au contrau^e, que los e([uations soicnL 
incompatibles Quelle que soit Fin Le» rale Y( qui a sorvi de 
point de depait, ie faisceau 0, deduit dc scs Iranbroraiucs, 
conliendra une inLegrale 

Y~ D./i -T~ L -h D'j y\ 4- D 2 } j -h H- -^1 4- . -hb”’! 4- . 

ou Pun au moms des Lrois coefficients D(, D" n’osl pas 
nul II contiendra sa Liansfoimee par la subsUtulion S, 
cette tiansformee, que nous ddsigneions par SY, cst de la 
forme 

SY~ DjUiQ 1 4- ^2) 4- 4- Ej a (xr, 4- 5:2) 4“ 4-- ^^2) 

Le faisceau <I> contiendra encore la fonction 
Y^^_L.^(SY-^Y), 

a — ' 
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oLi les coefficienLs de ontles memes valeurs que 

dans Y, mais oli le coefficicnL de u^ s’anniile 
II conLifendia de m^me la fonction 

OLlD^, D^, out encore conseive leuis valeurs primitives, 
mais ou Ic terme en disparaitia 

Conlinuani ainsi, on voit qiie coiiLie^ndi a line fonction 
de la foime 

Z zz; D1J1 + \ H- D\y[ -t- 82 ) -i- H- 

d’ou Ics u out enti^-‘remont dit^paiu 
II conliendra encoic la fonction 

Z'zz-SZ Z z=: Dj y> -I- Dj 1^2 **^2 -1-81:72+ > 

dispaui II contiendia de meme la 

fonction 

Z'^zz: ^~sz^-z':zzDi73+D;y3 + D';y;-H 

Continuant aiiisi, on voit qiie <[> contienl la fonction 

Done, quelle que soit Fintegrale imtiale il existe dans 
le faisceau <I>, deriv 6 de ses transformdes, 11 ne integrale <p de 
la foi me plds simple 

(it) o=zdy;,^d' 7;, H- dy\, 

Prenons pour point de depart cette nouvelle integrale ct 
foi'mcns le faisceau d^rivd de ses transform(^es, Icquel 
fait ^videmment par tie du faisceau <E> 

Les fonctions qu’il contient seront de la forme 

Di7i+D272+ -1-Di7iH- 
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OLi les coefficients D,, * , sonL lineaiics et homogencs 
en d, d\ d' D’ailleius, de toiite fonction de ccLlc foune 
con ten lie dans on deduira, com me on vicnl dc le voir, 
line fonctipn coriespondanle 

eg ale men t contenne dans 4^' 

Formons successivement les diverses fonclions dc celte 
dcinieie sorle qiii sont contenues dans (I>^, en supprimant 
a mesiiie qii’on les oblient toutes cclles qui ne sont pas 
lineaiiement distuictes des precedcnLcs, nicme loisquc 
d'^ d’^ reslent indelermines II resLera an nombt'C hmilc de 
fonclions 

cpo “ d] ^ -h d'y'/^ H- d" ) rz: cp, 

?l -1- 

J 

= I^(J J 4 “h B|;74 -f- I)(j74> 

dont toutes les aiities sont des combinaisons lineaircs 

Soil Oa Tune quelconque de ces fonclions Les coeffi- 
cienls Dec, D^, D'^ seiontde la forme 

Ba—l d-y-W d^-\-}dd", 

dc telle sorte qu’on aura 
c-a dcsignant la substitiiUon 



aa= 


74 X'-' 7^ + X" 7/^ H- X 2 yl 


\ 


Les operations c7 satisfont a Tcquation sjmbolique 


— Cq fffl -{- Cj 0*1 -}- 

oil Coj . * Cji, sont des constantes. 
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En efTet, puisque de Fexislcnce de la fonction cp dans le 
faisceau cp on deduit PexisLence dans ce meme faisceau des 
tiansfoimdes cr^^p et o-pcp, on dediiira de Vexisience de ceUe 
dcinieie fonclion celle de la fonction o-a^rpcp. Cette loncLion, 
nc dependant d’ailleurs que des vaiiables y y h-t y'u 
la Ibrine 

'<0 —I— Cq Cq (p -f- Cj ffi >p -T" H“ Cjj c7jj <p 

162 Cela pos^, considerons le gionpe y derive des sub- 
stilu lions cTo, • * 5 oTu, enlre les Irois vaiiables jK/f? y'k 
Cbl clair que le faisceau resultant de la combmaison dcb fonc- 
hons cp, cpjj , . , cpjj^ se confondia avec le faisceau deduit dc*^ 
Lransformees de cp par les diveises substitutions de y 

Le groupe y contenanl moms de vaiiables que le gionpe F 
primitivement consid'he, nous pouvons evidemment sup- 
poser que nous saclxions reconnaitre s’ll est on non primaiie 

1“ Si y n’est pas primaire, nous pouvons assigner aux 
coefficients d\ d’^ de la fonction <p un systeme de valeuis 
tel que Ic nombie des fonclions <p, cpj* . , cp^ qui lestent 

cncoie distinctes dans celle liypotbese soit inoindie quo 
celui des variables J a? Dans ce cas F ne sera pas pii- 
mairc. En effet, supposons, pai evemple, qu’iL rcsle d(‘u\ 
fonction s distinctes; soient 

cp = dfk H-* d’f;^ -1 - (lyi — y'k j y\ ) ^ 

?i — ^1 j A < y'k -H /a — (//o y'k > r / ) 

Considerons le faisceau dcuvt des tiansfoimees de cp 
par les diveises substitutions de F 'Soit 

Di/i 4“ D\yi -f- D'lyi -+- ^ 2/2 *4- -{-Fiffi 

line quelconque des fonclions qu’il conLicnt. Nous avons \ i\ 
quo cc faisceau contenait la fonction 

Di//c-hD;yi 4 -D';yj, 

laqnelle doit elre line combmaison lineaue de <p ct de cp^. On 
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aura done 

Di7i + 1^;/; H- d; = fi,f\ , /j ), 

Cj Ci (Jtant des conblanLes 

Les jnlegiales j'i, figurant dans <!>' qiie par Ics 

deux combinaisons cp(; ^ nonibre 

des fonctions Iineaireincnt disLmctcs dont depend sera 
inomdre que n Done T n’esL pas primaiic 

2“ Si le groiipc Y esl primaire, de qiicbfue manieic qu’on 
elioisissc dy d!\ la suite cp, cp,, , cp^j,, contiendra ton- 
]onrs trois fonctions distmctes, 'f, cp^, epa, et cliacune des 
integiales yiy y\y j dont elles dependeni, ^ pai c\cmple, 
poiiria s’expiiinerlineairement cn ionction de cp, cp,, o, Ellc 
appartiendia done an faisccau 

Formons inamLenanL les transformccs successives de y^ 
paries diverses substitutions de T 

Cette mtegrale etant entieremcnt ddteimmcc, il n’y aura 
auciinc difficult^ a reconnaitre combien le faisceaii de~ 
live de scs iransform^cs, contient de fonctions dislinctes, 
SI ce nombre est infdiieur a / 2 , F ne sera pas primairc, dans 
le cas coiiLiairc il sera pimiaiie 
Soient, en effet, 

rzr Cj Yj -h -4“ C,,, Y 

un faisceau quelconqiie d’mtdgrales que les substitutions 
de r transforment les lines dans les autics, JYine de ces 
inlegrales Le laisccau contiendialc faisceau <E> dddint des 
transformees 'de Y, , dans ceku-ci existe nnc intc^'grale cp dc 
la foime (ii), dont la combuiaison avec ses Iransformees 
donne Fmtegiale /yt Done "^F contient cette intdgrale et ses 
tiansfornieeb, parini lesqueJies il y cn a n lm(5aircmcnt dis- 
liiictes 

163. Une seconde application dc la notion du gioupe 
nous sera foLirnie par la I'echerche des integrales alg6briques 
que pent offnr une Equation Im^alre. 
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Soil F rrzo line equation d’ordic n, adineltant des mtc- 
grales algebriques II est clan quc, si t d6crit un contour 
ierme quclconque, ces mtegrales, lestant toujouis alge- 
biiques, sc tiansfoimeront les unes dans les autres Soient 
donc^i, , Xjn cedes de ces inlegralcs qiu sont lineaire- 
raent distinctes , les mtegiales algebriques chercliees aiuont 
pour forme geneiale 


etseront les solutions d’une equation lineaire d’oidre m 


Gr.-- 


X 

dx 


Xf) 

x' 


X 

7iF^ 


X 


m 

ni 


a coefficients unifoimes, apies division par le coefficient du 

lerme en Si done F est imc equation irieductible, 

on aiiia m = n^ et les equations F = o, G = o se conlon- 
diont 


164 Etudions les Equations, telles que G, a coefficienis 
unifoiines, et dont toutes les mtegrales sont algebriques 
Leurs coefficients, etanl des fonclions algebriques et imi- 
formes, seront des fonctions rationnelles 

D’ailleursj aux environs de cliaque point critique, les in- 
tegrales seront regulieres Consideions, en effet, un point 
ciitique quelconque a Une integrale quelconque sera 

I 

developpable suivanl les puissances croissantes de (i: a)^, 

p etant un enlier convcnable 
Soit 


a P 

X^ t Cp ( t ' — - H“ 


re developpemcnt Groupons ensemble tons les termes dont 
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les exposants ne dijfFerent qixe dc nombres enliers, on pouria 
ecrire 

a |3 

— ay ay //js-l- , , 

Ua.^ etant dcs senes qui pi^ocedcnl smvaiil Ics puis- 

sances entieres de ^ — a 

Si Ton fait decrire a t un lacel aulour dn point a 
line fois, denx fois, etc , on obticndia de noiivellos lulc- 
grales 

^ £ 

^ 1 =::: 0'^ {t — a)P Urj, -|- 0^ {t — aY u^-V- , 

a P 

— ay If a -h 0-P(^— ayUff^i ~h , 

7 

en posant, pour abieger, 

e P 

Resolvant ces equations par rapport \ 
a P 

(t—a)Pu^, (t — aYff^, , 

on voit que ces quauLites s’expnmcnl Ijneairenieril en To, 
ce sont done des mtegiales, d’aillciirs dies soul 
inandesteinent regiilieies 

On voit de rndne que les integialos seioiU rt^gulieies pour 
t = co 

16o Ce piemier lesultat nous donne deja qiiolquc lu- 
miere sur ]a forme dcs (.Equations clicrcbecs. lin ellVt, 
d’apres Je n“ 146, cliacun des points critujiies 
devant etre un pule d’ordre A iout dii plus pour Jo coofli- 

f-lni—L II 

dtm-k ’ I’equation auia ndcessaircmcnL la forme 

^ , Ml Mu d'»-^-x M,„ 

dt>» ^ T 11^ T/» -^ = 

T designant le prodmt (<— f.) {t~t^) cl M,, M^, .. 

etant des fonctions entiferes 
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T1 lesle encore a exprimer que les inlegrales sont rcgu- 
licies aiix cnvii'ons de ^ = oo A ceL cffct, jDosons 



a 

dx 


dt ”” 

du 

d“x 

^ 1 

Hd ” 

du ' 


cl’o^l dt : 


da 

1?’ 


,dv\ , d-oc , dx 

■ 5 ^ 1 ) dTi 


et gen^ialeinent 


d^x 

dd^ 


df- 








dd-^- 


etanL cles enliers, donfc le pieiniei est egal 
dk{k — i), cai on vo]L sans peine que ceUe lonnulc, etant 

dk JQ 

supposee vraie pour seia cncoie vraic pour la d^uvee 
sin van Le 

Substiluant ces valeiiis des denvecs dans Pequation pro- 
posee, et divisant par ( — rcquation trans- 

form ee 


d^^^x I 

JL 

T id 


dm~l ^ 

duJ^ 


rjT 

id 


1 

\d 




rr: o 


online resteiaplus qu’a substituer ^dansT, M^, M2, 

Le point u = o doit ^Lre iin pole d’ordie 1 , 2, au plus 
pour les coefficients des denvecs 

et il suffit pour cela que * soient ddveloppables 
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suivant les puissances croissantes dc it cl commenccnl rcS' 
peclivement pax des teimcs de dcgres 1 , 2 , . Mais on a 


I 

T 


ti 

u 


u\^ Cl 


On devra done avoir 


Mr- 




M, 






Done, Mj, , M^, sont des polynomes enlicis on de 
degres au plus egaux a [a — i , ? A ( jji — f), 

166 11 est aise d’elablir que la somme des racmes des 

equations detenninantes relatives aux points criLiqucs ti , , 

/ 1 ^ / .niim — 1 ) 

/jjr, GO est egale a (p, — i) — — ^ 

En eflTet, Tequalion determinantc relative au point ti sera 
evidemment 

/(/— l) (/ — w + l) + 

et la somme de ses racines sera 

2 T'(^0 

D’autre part, r^uation d(^terminanle relative au point 
t = CO sera 

/(/— i) (7— m + i) 

— di)r {r ^ 1 ) (^r m -h 2 ) . = 0 , 



fiQUiTIONS LlNfiURES 


207 


ct la somme de ses racmes scia 

~ “//I, m—i n'' — ^ 1“ Cl\ 

La soinme toiale des racincs de ces Equations scia done 

( 1* - » ^ + -i. - 2 , - 

car on a, d’apies line lormiile connue de la decoinposilion 
deb foncLions laLionncllcs, 






d’oii, en miiluplianl par t et posant t 




167 Nous venons d’obtenir la foime genei'alc des Equa- 
tions donl les mtegi'ales sonl parLout regulicres , inais il s’en 
faul de bcaiicoLip que toiites les equations de ce genie aient 
leurs mtegiales algebriques. Pour qu’il en soit ainsi, uu 
second caracteie est nEcessaire il fant que le groupe de 
Tequation ne contienne qu’un nombre ilm de substitutions 
En effet, cliacune des substitutions du groupe est defmie 
par le systEme des functions dans lesquelles elle transiorme 
les inlEgrales independantes ^i, , Xm ^ naais cliacune de 

ces mlcgiales, etant algEbi'ique, n’a qu’un nombre fini de 
transfoimEes distinctesj le nombie des substitutions dis- 
tmetes est done fini 

Recipioqiiement, toute equation a integrales legulieies, 
donl le groupe ne contienl qu’un nombre fini de substitu- 
tions, a tOLites ses intEgiales algEbiiques 

En effet, soient une quelconque de ces inlEgrales, 
SGS transformEes par Jes substitutions du groupe 
Toute fonclion symetrique de ces Lranslorniees etant evi- 
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demment umfoime, seia racme de liquation 

(i3) (^ — (^ — ^ 2 ) ~Oj 

donL les ooelficienLs sont uniforme*:^ 

Gonsiderons d’ailleuxs iin point critique qnelconqiie 
On aura aux environs de ce point im systcnie d’uiLegiales 
distmcles dont les developpcments auront la forme 

( ^ — ) ' [ ^^0 -H « i lo S ( ^ ) H- H" ^ ^ 1 )] > 

, ui, etant monodiomes aux environs dc 
Mais, poui qu’une expression dc ce genre n’admetle qidun 
nombre limU^ de tiansform^es disLinctes loisqu’on Lournc 
autour de li faiit evidemmcnl 1 ° que les l-ogaiilhmes dis- 
paiaissent, 2 ^ que ? soit lalionnel On aura done un sysLcme 
d’lntegrales »dislmctes 

ou Thj 7 2 } sont des fractions rationnelles 

Soil p le plus petit muluple de leuis denominalcurs Les 

intcgiales seront developpablcs suivant les puis- 

1 

sauces enlieies et croissantes de {i — l^Y ^ cl il en seta de 
m^me de q^i^ s’expriment hncaiicment en 

^2, Le point lx sera done un point ciitique algcbriqiio 
])Our cliacime des integialcs ^2, cl, par suite, pour 
les coefficients de requation (i 3 ) Mais ces cocffioicnls soul 
uniformeb, done sera im pole (ou un point oidmairc) 
pour cliacun d’eux 

On verra de ni6me que co csL un p6le on un point orcli- 
naiie pour ces coefficients 

Les coefficients de F^quation (i3) dlanl unifoimcs ol 
n’ayant d’auties points critiques qne des pdles, m^finc a 
rinflni, seront des fiactions rationnelles, et ^ 2 , se- 
lont des fonctions algebriques 

Si done on savait deleimmer tons les groupcs lonnes 
d’un nombre fini de subsLilntions enlrc in vaiiables, on con- 


tiQumoiNS 


209 

naitiait pai la meaie Ics clivers types possibles d’cqualions 
iineaircs d’ordre rn a ml^giales algcbiiqiies, efc il sufliiait, 
pour leconnaiLi e si line equation donnee apparLienL a cette 
calegoiie, dc chercher a identifier son groupe avec Tun de 
ceux dont on auraiL diesse le tableau 

Le piobleine aiitlimetiquc de la constiuction dcs groupes 
d’nn nombie Hni de substitutions, aucjuel la question se 
liOLive ainsi lamenec, n’est lesolii crune manieie complete 
quc poLii /?z — 2 oil 3 On a loutelbis demon tie que, pour 
unc valeur quelconque de m, le nombie de ces gioupes est 
limitc, et Ton en a dediut ce thdoiemc 

Si r equation G = o, cVoi dre m, a touted ses integi ales 
algcbi iques, elLe adinetti a un systeine dhntegi ales dis-^ 
Uncles de la Jonne 

p e^ant un entiei et U^, U2, . etant des Jonctions i a- 

tionnelleh de t et d^iine ii ratio line He u definie pai une 
equation 

f{t, U)=Z0, 

dont le degje est lunite en fonction de in. 

Nous nous boinerons a dnoncei ce rdsultat, dont la de- 
monstration exigerait une exposition detaillee des principes 
de la tbeorie des substitutions 

168 Le cas ou I’mtdgrale gdnerale de i’eqiiation G=(> 
est non seulement aigdbiique, mais rationnelle, mcule unc 
attention particuliere II est aisd de le leconnaitre 

En cffet, les integrales devant n’avoir d’autres points cri- 
tiques quc des poles, I’equation ddtermmante relative a Fun 
quelconque des points critiques de G n’aura quc des i acmes 
cntidres, et les devcloppcments des intdgiales rdgulieres nc 
contiendiont point de logarithmes 

Poui cjue cette dernidre condition soit lemplic, il faudra 
I — CouiSj III 1 4 
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tout d’aboid qu’aucunc des equations dctcrminantes n’ait do 
racines multiples (151) 

Supposons qu’il on soil ainsi, soil F(;) = o Pdcjualion 
determmante lelalive au poinl ^i, et soionl a, ses 

1 acmes, rangees par oidre de giandcur cioissaiiLc* L’mle- 
giale genciale aux enviions du point scia de la lorine 

2u H- c'^+ii ( ^ log" ( ^ ^ /i ) -t 

0 

et, en substiluant cellc valcui dans l’('’*qualion din'dronliollc, 
oomme au n“ 119, on obliendia unc scric d’oqualions li~ 
neancs el lioinogenes qui dcleimmeionl pai YOic r 6 curicnlc 
tons les coefficicnls c, c'', » cn lonciion des m coeffi- 
cients Cai Caiij qui icslenl ailiiliaiics On voit d’aiU 
leurs sans difficiiltc qne tons les cocrficienls c', r\ . qin 
multiphent des lermes logarilliiniqucs s’cxprjmeiU (n fonc- 
tion des m — i coefficients c'a/, c'^fh 5 cl qiic cciix~ci onl 
deb expiessions de la foiine 

6a<'rr::Bca'4- Ca'^Cca \ GAv 4“ F/f'cc , 

Done, poui que les logaiillimes disparaissciil, il l.iul ct il 

bufht qu’on ait les — ^ equations do condition 

OrzA:=i:B = B^-G-~ . 

169 R 6 ciproquement, si rensemlile des conditions qui 
precMent est renipli, rml(5giale g 6 ucralc sera iMlioiinollo 
En effet, elle n’a pour points smgulicrs il distance finic que 
des poles Elle cst done uniforme 
Fornions d’ailleurs I’^qualion daeimmaiiLc pour/- go 
et gioupons ses racines cu classes cn rcunissanl ccllcs donl 
les diff^iences mutuelles sont enticrcs Soicnt p, p', . . , les 

plus petites racines dccbaqucclasse, p, p', ' Ic uombio 

des racines contenues dans leurs classes rcspcctivcs. IA)ur 
des valeuis sidfisamment grandcs de if, on aura, pour I’m id- 


Equations iin£.aiufs. 




grale g<§nera!e, un dcveloppemcnl cle la lorme 

^7 log J + H- tpp-i logP-‘ 

_I_A cp'-t- I -H , 

les expiessions (p, <pj, , cp^, 6Lanl cles senes proc('^~ 
danL SLiivanl les puissances cnLicres el cioissanlcs do ^ 

Mais, puisquc ceLLc expi^ession csL imiforme, les logari dimes 
dispai aitionl necessancincnl el les exposanls p, p', scronl 
enliers L’ nlegrale gcncrale aiua done iin simple pole a I’in- 

]> 

fini , ce sera done line fonclion ralionnelle pj* 

On pouri'a d’ailleiirs la detcnmnci pai dcs opeiations 
puremenL algebnques En cilet, on connail, par ce qui pre- 
cede, la situation dcs poles a distance finic et Tordie do 
miilliplicite de cliacun d’cu\ On poima done formei Ic de- 
iiommaleLir Q L’oidie dc multipliciLe du pole i = co clanl 
egalenient connu par le developpoment obtenu suivant les 

puissances de le degid du nunu^ralcur P seia deteiminc 

Poui dcteiunincr ses coefficients, iJ suffira dbdentifier le de- 
P I 

veloppement de ^ suivant les puissances de - a celui qu’a 
loLuni rdquation diffdientielle 

170 Considdrons plus gdndialemcnl, avee M Ilalphcnj 
les equations dont les mlcgrales sont partout rcgulieics el 
sont monodromes dans toulc I'^gion du plan qm ne conlicnt 
2 ias le point t\ Les autres poinls ctiliques dcs 

coefficients de I’dquation ne pouvant 6tre qiie dcs poles pour 
I’lnt^grale, les equations d^lerminantes qui Icur corres- 
pondent n’auronl quo des racines enli^res, cl les logaiitbmes 
disparaitiont des d^veloppemonls correspondants, c(3 qiu 

doiincra (p — i) — (Equations de condition, dont 
Pcxislence sera a verifier. 
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Loisqne Tensemble dcs conchLions prcccdcnlcs csl rempli, 
on peuL tiOLiver rmtegrale gcncrale En diet, d’apicb I’ana- 
lyse dll n° lio, on pent delcrmmer uu syslcmc d’mlegrales 
particulides formant ime ou plusiciiis senes, cL Lelies (ju’aiix; 
environs dii point les inlegialcs d’une mtme 

sene soicnt de la foiine 

Xo —{i — tiyiio, 

Xi — i^—hy (0i?/o+ f^i), 

J ^ ( ^4 ^^0 *"1“ ^4~l ^^4)) 

Uq, , ?//, etanl dcs lonctions monodromes aiix enviions du 
point 4,, / designant une racinc de Perjuahon eaiacleus- 
Liqiie qiii correspond a ce point cL Ics 0 etant ddlinis par les 
relations 


4,)) 



) -t- 0 

A 


Les lonctions Un, , ddfinies par Ics eij nations prd- 
cedentes, seiont des Iractions ralionncllcs En ellet , Ics 
points £2-) ? ^UL etant dcs points oidinaiics pour les fonc- 

tions — et log( 4 — 4 i), et de simples pules pour 
;oj 7 J4j bciont de simples pdics pour i/q, , w;, Done 
ces lonctions sont monodromes non seulcmcnt au\ environs 
dc 4 ij inais dans tout le plan D’autre part, 


ct 




log(4- 4D: 


4,\~ 




■logl 


■log 


sonl des evpressions reguli^sres pour _co, il cn o&L de 
ineme poiu , y,f ct, par suite, pour a„, ., i//,. Do 

ces deux propriel6s rdunies on ddduit quo i/o, . , it/, sont 

P P 

dcs fractions rationnelles de la forme ^5 • 7 y- 

V V 

On pourra d’ailleurs les ddlermmer par dcs operations ai- 
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gebriqiies En effetj connaissant les p6les j 

legiales el leiii oidre de mulUplicit(5, on pouna formei le 
dtnominalenr Q Le dcveloppcmenl de I’mtegralc gen(5rale 
poui ^ fera connailre Je degic des numeialems Po, , 
P/, Pour olUcxiir Iciirs cociricienls, il nc restera plus qu’a 
subsLiLuci les expressions picccdentes dans PequaUon diile- 
rentiellc ct a idenlifici le resullal a zero 


171 Considerons encore les equations de la foimc 








h ^ 

4-Pi 




-h f,iX ■ 


Oil Poj , P/ 7 ^ sonL des pol)n6mes donl Ic degre soil au plus 
egal a celai du premier d’enlie eux, Pq 

Loisque Tinl^grale d’une eipiation de cellc foimc n’a 
pour points critiques a distance finie que des poles, ce qn’on 
reconnaiLia aisement pai les metliodcs pieccdcnles, on 
pOLiira obtenir rmtcgiale geneialc par les considcialions 
suivantes, egalement dues a M Halphcn 

Remaiquons tout d’aboid que la condition imposee nii\ 
degres des polynomes P cquivaut a dire que les dcvcloppe- 
P P 

meats de ^ siiivant les puissances decioissantcs 

•l 0 A 0 

de t ne contieniieiit pas de puissances positives 
Posons maintenant 


R designant une fraction rationnclle en t La transforince 
Gn y 


PoR 


d'^^y 


mPoR' 


H~ PiR 


+ (/?2 — l)PlR' 

-h Pa R 




Z=LQ 


sera de la inline forme quo la primitive en car son in 1(5- 
grale n’a que des singulariLes polaires, et ses coefficients 
sont rationnels et poiirront ^tre rendus entiers en chassant 
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le denommaleur commim Eiifin, si nous admettons que R, 
dj^veloppe suivant les puissances decroissanlcs dc com- 
mence par un terme en ses derivees R^', commen 
ceiont pai des teimes d’ordre moindie, cn 
On. en cleduU sans pome que les d^vcloppemcnls dcs c^oefii- 
cienls de i’equation (apies division par PqH) r\o coiUien- 
diont pas de puissances positives de t 


172 Cela pose, on pent delerinincr a prion les poles 
^ 0 , de Pmtegiale de rcquaUon (i 4 ) ct Icuis oidrcs de 
mill Lip licite p.|, [All 
Posons 

^ y 

La tiansfoiinee en y 


Qo 


dmy 


+ Q 


dm^\ y 


H- Qm r - 


appaitiendra an meme type que la piiniitivc, mais scs inid- 
graies n’aiiiont plus de poles 
Posons 


La tiansfoiinee en 5 (apies suppression du tacLcur commun 
seia 


- 

+ wXQ„ 


j -h Qo 


dl'”- 


H- X"‘-‘Q, 


„ d'^z ^ d"^-'^z _ 

^ ^ lii^ ' > 


et appaitiendra evidemmcnt encore au m^mc type* Mais on 
pourra disposer de Pindetermin^e de mani^rc k anniilcr le 
coefficient dii terme de degi 6 le plus 61ev6 dans R//n qui 
seia d^s lors un polyn&me de degr 6 moindre que Rq* 
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173 Snpposons ce rcsiilLal aU-emt, et cherchons a nous 
lendre compLe de la forme des coefficients de Tequation en z 
Soienl , O 2 , les racmes de requalion Rq = o , on aura 
pai la decomposilion en fractions simples , en remarquant 
que Ra est an plus dii meme degie que Ro, 


Ih 

Ro 



11/// 


les A, B etant dcs constantes (En particulier seia nul ) 
D’ailleiiis chacun des points 0^ etant im point ordinaiie, aiix 
environs diiquel les intcgialcs sont regiiliercs, Tindicc I ne 
pouiia prendre dans la soinmation quo les valeuis 1 , 2 , , A 

L’eqiiation deteiminante relative au point 0^ sera 

/ (/ — O (/ — 7?i -h i) — i) i^r — m-+- 0) 

— 0 — Z/i-Ho)-!-' "nro 


La somrne de ses 1 acmes est 


m{m — i') 
2 


Bill 


D’aillcius Oi etant iin point oidinaire pour les mtcgialeSy 
ces racmes sciont necessairement entieies, non negatives et 
incgales Leur somrne est done au moms egale a 

771 (m — i) 

0 -{_ I + „ I — — i ^ 


done Bill est un entier non positif A Jortio) i la somrne 



/U> 


(Stendue a Lous les points ciUiques apparents, seia entiei^e et 
non positive. 


174 Gela pose, admettons d’abordque R/,i ne soit pas nul 


et pienons pour variable auxiliaire la quantitc 


dl 
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L’equation en z poiirra s’^crue 

DiDferentianl , il Yiendia 




Ro ~+( r ;+ r .)^_ th - ^- R ;„= 


Ebminant z entre ces dciix ^qiiatioiib, on aura la trails- 
formee en z' 

RoR» + [(R'o + Ri)R« - RoR;,J + 

“ t " -r 0 

Cette equation est evideinment du memc tjqio quc I’oqua- 
lion en , et le rappoit des deux prcmicrb cocfficienls, qni 

R 

dans I’eqiiation pinnitive etait ) sera devcnu 

11.0 

(R;-hROR;«~RoR'. ^Ri , K B'. 

RoR,« ” Ro Bo R,. 


Oi soient 


Bo =^o (^ — 

= C,n ( ^ — TdPi ( if ~~ T2 )Pa . 


et de m^me 


Ro 

B ;>? pi Pa 

R/» ~~ t — Ti ^ — Ta 


La somme S', analogue k S, formee pour I’l^qualio i en c', 
sera done 




et sera ^ S, car 2a, degi6 de Rq, est sup&xeur a 2 p, degrd 
de R/w 



CQUATIONS IINtAI'RES. St? 

La derivee seconde salisfera de mSiiic a ime dcjnalion dii 
meme type, mais ou la somme analogue a S, sera > S' 
Si Ton pouvail pouisiime ainsi md( 5 fimment, on obuen- 
diait par Id line siiiLc illimiLee de nombies enLiers S, S', S", 
non positifs el cioissanls, ce qin csL absurde Or on nc peuL 
se ti Oliver ariete cpi’cn arrivanl a une eqnalion oii le coeffi- 
cienl dll deiniei teime soil mil Supposons que cclLe cii con- 
stance se piesenle poui Tcqualion en Cello equation 
admettia comnie mlcgrale pailicubcie une conslanlc , el 
Pequalion cn aura pour mlcgrale coircspondante iin ])oly- 
nomc n de degre n , enfin Tequalion cn/ admcllia riulegiale 
pailiCLilieic 

Posons mamtenanl 

7 — e>'II I' yiclt 

La nouvelle variable yi salisfait a imc equalion d'ordie 
m — i , el qui, d’apies cc qm ptecede, apparliendi a an meme 
type que I’equaiion en/ On pomra done en delexminci une 
solution, de la lorinc H, designanl un polynome 

Posant 

J )idt, 

on contmuera de m^me, jiisqu’a ce que Ton airive a une 
equation dii premier ordre, doni Tintc^giale sera 

y t)l — X 1, 

Cm designant une conslanlc arbitraire 

Les mtegralions mdiquees sonl d’ailleurs do cellos qu’on 
sail effect ucr el fouiniront un r<^sultat de la foimc 

7=^ a 

Jes ddsignanl des polyndmes et les c/r dcs conslantcs arbi- 
traire s 

Divisant cette expression par le produit (i — ^2)1^* , 
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on aura I’mtegiale geneiale de I’dquatioa en x, sous la 
forme 




les /a etanL des foncUons raLionnelles 


17S Rdcipiocpiemenl, toule cqualion difTerenLicllc doat 
I’lntegiale geneiale esl de cetlc forme appaitient an ijpa que 
nous avons consid^re 

En effct, climinanL les consl antes c/, cnlu' [’equation (i5) 
et ses denvees et supprimmt Ics fad ears commiuis expo- 
iientielsj on obliendra une equation a coelficicnts ralionnels, 
qn’on pourra lendie entiers cn chassant les denomiuateiirs 
Soil 


dm 


“H P/« -31-0 


celte equation Sonintegralc n’a, a distance finic, quo dcs 
singnlantes polaires Reste a piouvcr quo les degres de 
P^, , ne suipassent pas celui de Pq 

La chose est mamfeste pour les equations du pi cmicr ordre , 
car de I’equation 

on deduira, en prenaut la derivee logarillimKpic, I'dquation 
dx 

'dl l‘{L) 

7(7f 

(t) 

oil Ic coefficient ddvcloppd suivanL les puissances 

d^croissantes de ne contient pas de puissances posilivos. 

Supposons d’ailleurs le thdor^mc dtahli pour les equations 
d’ordre vi — i II sera vrai pour I’^quation 

Vo “h H- = O 


fiQUAlIONS UNfiAIRES. 

rui admet poiu inLegiale generale 


2irj 


-^cit /,{t) 


^dt 




/i(0 


car chaque Lerme do cette expresbion esLle prodiutd’iine e\- 
poncntielle par line fi action rationnelle, II sera encore viai 
pour requalion do degie in 


Qo — + 


du^ 

donl Tinlegiale geneiale esL 

A(0 , 


^ da 

H- Qm-l ^ 


0 , 


. -a,)« 




Ji\^J 


et SI nous posons 


a n- 




il sera encore viai (171 ct 172) pour la tiansfornu^e en r Or 
celle-ci a pi(§cisdnient pom inlegiale generale 


176 La methodc qne nous avons indiqudc plus liaut pour 
integici par des scues les equations qui n’ont qu'un nombre 
lini de points ciuliqiics pent aisemcnt s’dtendie an cas ou les 
coelficienLs clc l’ec|nalion, au lieud’etie unifoimes cn sonl 
des (oncLions unifoimes dc t ot d’unc uialionnelle lacine 
d’une equation algdbnque /(/, u)’=rzo 

En effet, les points critiques de T^quation considerde sont 
de deux sortes ceux aux environs desquels u leste mo- 
riudrome, 2 *^ ^eux autour desquels les diverses determina- 
tions z/j, de cette irrationnelle s’echangent les unes 

dans les auties 

A paitir de chaque point ci'itiquc dc cette scconde soite, 
Iracons line coupure allant jusqu’^ Finfini Tant que t ne 
traverseia pas ces coupures, Uoy resteront mono- 
dromes Substitiiant successivement ces diverses fonctions 
dans Uequdtion diffeientielle k la place de on obtiendia 
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Line suite d’eqnalions dilTcrenliellcs 


F. 


d'^ 

~dF 


ii,) 


ch^ 


H- tp2( 







0 


Chacime d’clles admetlra uii sysleine de ii inLcf; rales djs- 
tiactes , Xai-i qu’oa pouria ovpniner par des beiics 

(Ians la r(jgion consider(je 

11 resle a voir quel cliangemcnl subissenl les inl(3giales 
lorsqii’on liaversc Ics cou pixies Or, si nous supposons 
^qiFen Lraversant line d'cllcs sc change cn Uh-, Fequa- 
Lion Ft se changera cn F/( IjCs iiU('*gralcs Xuj ? ^ nt eban- 
geiont done on mtcgiales do cello dcini(jrc dquation, sou cn 
cxpiessions d(i la foune 

Pour dctennincr les coefficients e, on n’auia qii’a egaler 
les valeuis niimeriqnes qne prenneiU les integiah's Xu) ? 
7.ni et leurs n — i preinieies denvecs en arrivanl a la cou- 
puie aiix valewrs qiie piennenl Cu^iA-h 
et leuis n — i preinictes denvecs do raiilrc c6l6 do la cou-* 
pme 


177 Nous terminerons ccLle beclion en eflecluanl qucl- 
qnes applications particuliores des principcs generaux que 
nous avons exposes 

Pioposons-noas d’etudierles Equations lindaires du second 
oidre h Irois points critiques h cl a mt^gralcs rdgu- 

lieres 

Soil F==o I’equation propos6e, Changcons de variable 
ind^pendante en posant 

^ __ 777 U - 4 “ J7 

II ^ /i' 

Soient 9, u deux valeiirs correspondantes dc u. On voit 
sans peine qu’on auia, aux environs de ces valeiirs, line re- 
lation de la forme 

A — 6 a, ( u) + as ( — o)2 -h , 
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(formule oii Ton devra reniplacei t — 0 on ii — u par ^ on - 
SI 9 on u devicnnenl in finis) 

Cette valeiir de t — 0, elanl siibstiLuce dans line foncLion 
entieie dc t — 9, doniiera line fonction entih’c de u — u 
D’autie part, en la siibslitiiant dans line fonction regiilierc 
de t — 9, telle que 

{t ^ G)' [ToHhT, log(; - 0) + 0)], 

on To, T^, , Tx isonl des fonctions enticies de t — 0, on 

obtiendia evideninient nn lesultal de la foime 

— u)' [UoH- Ui log (^^ — u) + H~ U) log^ — u )], 

Uq, , Ux etant des fonctions enticies de a — u 

Done Pequation tiansloimee cnixe x et u adinettra coinme 
points ciiLiques les Uois points coiiespondant .i 

Cj hi ses integrals seiont legulicics au\ envnons de ( es 
points, et les equations deteiminantes relatives a ces points 
sciont les memes qii’aiix points correspondants dc TequaLion 
piimi live 

Nous poiivons d’aillenrs disposer des rappoits des coeffi- 
cients 7?z, ;i, /??', de mamerc a dormer a Uq, des va- 

leurs arbitrairement choisies Nous ferons en soite que ces 
valcuis soient o, i, oo Ce resiiltal poiirra cvidemment 6tre 
obteuii de six maiiieres distinctes, suivant qu’on posera 
Uq=^ O, r/, == I , 772= 00 , oil 77o = I , 77| = 0, 77^ — 00 , etC 

178 Soient respectivement \ V, (a, [a' et v, v' les i acmes 
des equations de terrain antes lelatives aux points ciitiques o, 
I, oo Si X — Vj [A — [A^, V — v' ne sont pas entiers, on am a 
pgur les intcgiales aux environs de chacun de ces tiois points 
des dcveloppements de la forme 

ciPU -h e'77^'U', 

C(77 — i)HVH-c'( 77 — l)'^'Vb 

c-L wH-t'A W', 

77^ 
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Uj etaaL des fonclions enticies de ii j V, V' dcs foncUoas 
ciUieres de — i, W, W' des foncLioxis entities dc 
Posons mamtendnt 


O' ~ iP {i — 

y Gtant une noiivelle vaiiaLle Nous auions enlre u ely nue 
equation liansfoimee li^o, dont les integiales seiont 
donnees aLi\ enviions des points o, i, oo pai Ics devcluppe- 
meats 

cVi H- c'{ii — - 


Ics quantiles 

Ui =(i-«)-i'U, 
V, 


VV.- 


W, W'l 


ll ^ ' 

u; 

v; 

If 


YV' 


ctaiU respectivemcnt developpables siiivanl Ics puissances 
cntieies et positives de u, de ii — i ct de - 

L’equation H = o a done ses inti^giales rdgaliercSj el scs 
equations deteiminantes pai^ rapport du\ points o et i ad- 
metlent nne racme nulie, la seconde racme dtant respective- 
merit V — X et [jl'-- pi 

IL existe evideniment qnatie inanities d’arnvcr a ce re- 
suUat, car on pent prendre pom X iiiic quekonque des deux 
racmes de Ti^qiiation deterniinanlc dii jioinl o, pour pi une 
quelconque des deux lacuies de rtkjuation deleriniiiante du 
point X Sur ces quatre mani^res, il y en aura une telle quo 
les racmes V — X et p' — p. aient leur partic reclle positive 
(a moms que ces differences ne soicnt piiremeiit imaginaircs), 

LMquation II = o doit ^tre dc la loiune 

^ dy M2(//) _ 

did dit 
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Equations uni^aiiifs 

etanl des polynomes de degics i et 2, et ses dqna- 
erminantes par rapport auK points 0 cl i seront 

; f 7 1) __ (0)7 _|_ ^ 

7 {^J — (0 ^ I ) ™ 0 

le ellcs ont nnc lacme nullc, devra admettre les 
► et I el scia divisible par u{a — i) En cffccluanl la 
et cliassantles dcnommatears, I’ecjiiation piendia la 

/A r'^ 

— =0 

3iTiplaganL A, B, C pai liois nouvellcs constantes a, 
nies pai les lela lions 

A“C/-l-PH-r, B™ — Y, G rrz cr] 3 , 

— ") ^ + Lt — (“ + P + 0 «1 — 4 f = o 

-les equations delei’mmantcs lelatives aux trois 
itiques 0, i, 00 sont respectiveincnl 

7(7 — j ^ Y / rr: O , 

; (/ —i) — (y — a — / zrio, 

— ■ 7 (/ H- l) -h (a~hP-l-i) / — !X.p o, 

^^r racines 

o et I — Yj 0 et y — “ — P) a el p 

Lion admel done une integrale d^veloppable aux 
d-ti point o suivant les puissances enli^res et posi- 

^ - 


J I — Cq-\- C[ U ”h Cjx •+■ 

grale En la substituant dans I’equalion et egalanl 
Lermes en uV ^ il viendia 

L'- [7 (p.--- i) — (a-h p _}-i)(x — ap]c^ 

H-[(P'-4-0 p + T(P — 
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_ (a -h ( P “f- (j) 

et, par snile, en donnaiil a Co, qiu rcsle aibiLraire, la valenr i, 
Ki ~ I H ~\ ; ;; — ~h — F (o', p, Y, £/), 

7 127(7 + 0 v ? r? /5 

F designant la sene hypcrgeometuqae (l I, ii'‘ 170) 


180 Cela pose, il existc, comme on i’a vu plus liaiit, vingt- 
quatrc subsLiLutions de la (oriue 


ll z=: 


m i> 

/n' u' H- 11' ^ 


(i — 


qiii Lransforment TequaLion proposde en une equation ana- 
logue L’equation tiansformee admetlra comine solution ime 
seiic hypergeometnque, et Ton en deduira aisement une in- 
tegrale coriespondanle de I’equation primitive* 

A.U sjsleme de valeiiis o, i, 00 donudes a ii doivent cOr- 
respondre pour u les mtoes -valeius, mais dans un ordre ar- 

biliaire, ce qui donnera, pour la fiaction - -y ^ % ? les six 

^ ^ ^ m' u /i' 


loimes suivantes 




I — u, 


I 

— j 

u 




U — 1 


u 


A cliacune d’elles correspondent quatre (Squalioiis trails- 
formees, qa’on obliendia en prenant siicccbsivcmcnt pour \ 
cliacune des deux racmes de Tequation ddtcrmmante clu 
point 0 , poui p cliacune des racmes de PequaLion ddtcnni- 
nante du point 1 

Nous allons donner un exemple du calcul de Fune de ccs 
mtegrales. 


181 Sou par exemple ii =r ^ ^ Pour 0 , i, a?, on 
aura u ~ 0 , 00 , i , F^quation enlie jet u aura done ces trois 


Equations linSaiues. 
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points critiques, el les racmes des equations delerminantes 
correspondant a ces trois points seront comme precddem- 
ment 

o et I Y, 0 et y — P; a et |3 
On pourra done prendre 

X rr 0 OU I — |JL :zz a OU p. 

Prenons, par exemple, 

X — I — Yj |j. “ a. < 

Les racmes des equations delerminantes pour Tequation 
entre ^ el u seront 

Pom 0. — X-rz:Y — I, 1— y — X = o, 

Pour 00 X-hp-zrraH-i — Y> Y — ^ — P-f-XH-i^rn.! — p, 
Pour I a — p — (J.=:p — a 

Si nous posons 

Y— 1“ 1 — y' P — arz: y'~~ a' — P', 
a + i—p— P', 

d’ou 

a' = aH-l — Y» P'=::i— P, — Yj 

cette equation admettra la solution 
F(a', P',y',^) 

L’equation primitive admettra done la solution 
y zn u^“y(l — u)«F(a', PS yS 


ou, en remplagant u par sa valour et a', y' par leurs 

valeiirs el supprimant le facteur constant (— 




J — Com/ 5 , III 


u — I 
i5 
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('9) 


182 On obtient par un precede LoiU scmblable les vingt- 
qnatie integrales siiivantes 

(16) F(a, p, Y, zO, 

(17) (i — zz)V-“-PF(y a, Y — P) Y> «)» 

(i — zz)-«F^a, Y — P, Y, 

(i_„)-PF^P, y — «, Y> 

(20) zz* y F(a Y ^ ! P — Y I j 2 — Yj u), 

(21) zz‘-Y(i — zz)T-«-PF(i — a, I — p, 2 — Y, zz), 

(22) zz‘-r(i-zz)l-«-‘F(o<_Y + i, ,_p, 2-Y, 

\ IC i J 

( 23 ) zz‘-Y(i— zz)Y-P->F^p — Y + I, i~oz, 2 — Y, - " , 

(24) F(«, p, aH- p — Y-hi, I — zz), 

( 25 ) zz'-TF((/ — Y + 1, P — Y + r, a+P — y + 'z i — «)) 

(26) zz-« F^a, o[ — Y + t, a + p — Y + i, — ~i j, 

(27) zz-P F^p, P - Y + I, a -h P — Y -h I, '- 4 ^^ , 

(28) (i-«)r-«-PF(Y-a,Y-P,Y-“-P + ., i-zz), 

(29) (l-zz)Y-a-p„i-rF(i_«, i-p, Y-a~p + ,, i-zz), 

(30) (i-zz)Y-«-Pzz“-YF(,-a, Y-a, Y-«-p + i, ~ 


(30 (i-rz)Y-«-PzzP-YF(^i_p,Y-p,Y-a-p+i,!i-^), 
(82) «<-“F/^a, a — YH-i, a — p + t, -V 


(33) zz-a(i _ F (^I - P, Y - p, a - p + 1 , , 

( 34 ) 


J — u 
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(35) u-a(^i-.Ly F^cc — Y-hf, I — P, a — P + I, 

(36) P-Y + I, ?-a + i, 

(37) H-p(^i-Ly ^F(^t-a, Y-a, P-a + i, 

(38) Y — x, P — a + i, 

(89) jd-P^t — F^p — Y+ r, I — a, P — a + i, — •!— y 

183 Coupons le plan suivant la portion dc I’axe des r 
qiu s dtend de o a +00 Dans lo plan ainsi coupe, cliacun 
des developpemenls precedents lestcra monodiomc Pom 
achever de les preciscr, nous poiivons adopter pour arguments 

(l 6 Wj I — ceux. c[iii soul compiis on ire o el 27 c, poni* argu- 
ment de I — cclin qiii est compris enlre — ir el -f tc Lcs 
puissances de z/, r — i — u qui figurent dans les expres- 

sions (i6)a(39) aurontdes valeurs enlicrement ddleiminees 
La region de convergence des developpemenls ci-dessus 
sera pour ceux ou la sene lijpergeomettique a I’argu- 
ment u ou i — u, rmti^iieur des cerclcs Co, C, dc raj on i 
deciits autour du point o ou da point i respecLivemcnt, 

2 ° pour ceux d’aigument — » — ^ Fexldrieiir dc ces memes 
cercles, 3° pour ceux d’argument la moiLu^ dii plan 

siluee a gauche de ladroite 4” pom-' ceux d’argument 

— —i la moiLi6 dn plan a dioitc de cette ligne 

II lestera a ddterminer les relations lin^aires qui licnt enlre 
eux ces divers ddveloppements dans lours regions de con^cr- 
gence commune 

Les diff(^rences des racincs des dqualions ddlenninanlcs 
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relatives aiiK points i, oo sonL rcspcctivcnienl i — y, 

Y — a — |3 — a Nous supposcrons quo parmi ces quanti- 

les, il en existe an moms une donl la pax'lic rdellc ne soil pas 
niille Les 24 transformations de TcljquaLion de Gauss per- 
mettant i*’ de permiiter enlre ciix d’unc mani^ire quelconque 
les points 0, i, CO sans changer Ics Equations d(5tcrmmantcs , 

2 ° de changer a volonte les signes dcs diffci cnees des racincs 
des Equations determinantes relatives aux points o ct i , il 
nous seia permis d’admetlre que y — sa parlie 

reelle positive Dans ce cas les seiics hjpcrgcomdlriqiies 

F(a, p, Y, u), F(a — Y + P — Y H-l, — y, u), 

F(^a, a— Y + — P *+■ ^ F^p, P — Y ^ P — « + D 

seront encore convergen les sur la circonfcrcncc du ccrclc Co 
el, en parliculier, pour u = i dies prendront les valours 
suivantes (t I, n‘'® 379 et 382), 

_r(Y)r(Y-a-p) _ r(3^Y)r(T-«~P) 

^ r(Y-a)r(Y--p)’ r(i-a)r(i^P) ^ 

— r(a--p + i)r(Y — a^P) _ r(P— a-hi)r(Y — g — P) 

' r(i-p)r(Y^p) ^ r(i-^a)r(Y-a) 

Cela pos(5, designons par a^y ^ les d<5vcloppemcnts ( 1 6 ) 

et( 2 o), par 63 x 12 les d(5veloppemcnLs ( 82 ) el (36) ; el 
soitiTuneint^grale quelconque der(5qualiondc Gauss* On aura 
dans I’lntdrieur de Co 

el al ext^rieur de Co 

lif — — <r/g 

Pour trouver la liaison entre les constanlcs rf,, 

nous remarquerons que sur la circonfdrencc cllc-nafime, oi'i 
les di^veloppements restent tons deux convergents, on aura 

En parliculier, au point u=zi^ on aura sur le Lord supdieur [ 
de la coupure 
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eL, sur le bord mfcrjcnrj 

— I , JK2 = e^TTzd-y) _ ^,-211^7^ 

d’ou les deu\ iclations cheichees 


(^o) 


( Cl -h C 2 — + <r4) 

I Cl + e-2’'‘Yc2z= e--2™“ rfi + e-2’t'P 


Tiranl de ces equations les valeurs de rf|, pour les sub- 
sLiLuer dans I’expression + d^z^^ 

il Yiendra 


■ C2 


^■-2Ti:ip ^~2Tvia 

( e- 2 m P _ e - 2 my ) - _ _ ( e- 27 t.a _ g-am Y ) c, 
^—STTifrS 27 i:/a 


Cette expression, convergente en dehors du cercle Co, le- 
presentera dans cette region la meme integrale qiii, dans 
I’lnteneur de Co, etait egale a C( H- C2JK2 

184 II ne reste plus qii’a voir comment les constantes C(, 
C2 se modifient a la traversee des coupiires qiii joignent les 
points critiques o et i, i etoo 

Si Ton traverse la droite oi (en monlanl), ne change 
pas, ^*2 est miiltiplid par est change 

en Cij^i + Co Amsi Cj ne change pas, et C2 est mul- 

Liplie par 

Si Ton traverse la coupiire 100 (en montanl), c/^, c/2 seronl 
changes en 

( 4 1 ) d!^z=:e~ , d\^ — e-STTip 

el Cl, Coen deux nouvelles constantes c^, c^hee^ kd\^d!^ paries 
relations 

( Cj + Cj — + c/'g, 

^ I C'l-hC 27C^Tc'2=:C“2^^«c/'i-hC-2TC*p^/;. 

Ell i^solvant les Equations hn^aires ( 4 o), ( 40 ? ( 4 ^), on 
dliminera les auxiliaires c?^, c 4 , c?'^, d!^ etl’on ohtiendra Tex- 
pression de c', , c\ en fonction lm 6 aire de C\ , C2 

Si Ton traveisait les coupnres en descendant, les coefO- 
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cients Cij snbiiaient evidemmenlla Li ansform rt ^ 
de cclle qui vienL d’etie ddLernrimce, 

J^es coefficienLs des formules de transforma I 
ferment, comme on le voil, que des exponenticll^^- 

185 L’cqnation 

( 43 ) +[Y-(aH- -ai 3 .X ” 


elant difFerentiee, donncra 




^0 


d^y 

Tu? 


"+■ [ Y -f- I (ct •+• 




. (a H-i) (P ) 


n 

a 


. dy 

oil, en posant ^ 


; 


u{i — u) 


(Py 

da^ 


H- Lt -H I — (a -4- p “h ^)u] 


dd 

da 


(ot I ) ( p -[ — I ) ^ ^ 


CetLe equation ne cliffere de la prdc^dcnle qiie 
placement de a, p, y par a H- i, [3 + i , y H" i 

La dt^riv^e salisfcia done a Tequix 1 1 o r 

»(l — u) + [yH- /t- 1 — (a+ Ph- 2/i — 1)^0 -'iai. 

— (a-H/i — i)(P+rt— i) 

Cette Equation, multipli^c par i<Y+"~s(r — 
pouira s’dcnre 

= (a+ /I — i) (P 4- n — • i) — 

cii [>osant, pour^alir^er, 

M = Mr-‘(i — w)«<-p-T. 
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En la difleieiiLianl n — i fois, il viendi'a 

Mr 

fhi-l 

L’applicalion r<5p6Lee de celLc foimulc de leductioxi 
donnera, pour toiite valeur dc n enlicie el positive, 

(44) 

( rz=a(a-hi) (a-h/i-l)P([3+i) ( p H- /z -- i ) Mj 

Cette formiile esL parlxciilieremcnt mleiessauLe lorsque |3 est 
un entier ndgalif — n Inequation (43 ) admelLia dans ce cas 
comme solution Texpression 


y—¥(a, — /i, 7, ii), 

laqnelle esl un polyndmc de degre n, donl la d6nv(5c 
se leduil a la constante 

a(a + T) (g-h n — i) P(P H- i) — 

Y(Y + ^) (Y-t-/i — I) 

La formule (44) donnera done dans ce cas parliculier 

I 

^ J n / My(Y’+"0 (y + '^ — C ^ ^ 

ou, en remplagant M par sa valeur et ebangeant a en a -j- /z, 

F(a -h /?, Y, u) 

_ ^p-’Y(i — fz)Y-°c ^ 

Y(Y-hi) (Y“H/i — 0 dii^ 

Le polyn6me 

F(a-h/i, — n, Y> u)rzzZa 


esl done un pi’oduil de puissances par xine ddriv^e 
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186 Les quantiles y et a + i — y elanl siippos^es posi- 
tives, les mtegrales defimes 


*^0 


d(/ 


seionL limes el dcLermmces , dies aiaonL d'aillcurs les va- 
leurs suivantes , 

(45) = 

//fi) T _ I 1 ) r^(Y) r(a + /? — v + i) 

Eq elFet, Z^z satisfait a I’equalion 
d^7 rI7 

+«(w + a)Z„ — 0, 

qui peut s’ecriie 

^ «T(, - „ [n + a) «T-> (I _ «)=t-YZ„ 


Multiplions par Zm el integrOns de o a i, il vicndra 

on, en integrant par parlies et remarqiiant que Ic terme lout 
integr^ s’anniile au\ deux limites, 

car le second membie ne change pas si Ton y permute ni 
et n 

On aura done, si 

J /// , rt ~ u 

Sim = n, oniemarquera que Z^, satisfait i une dquation 
de meme forme quo Z^, sauf le changement de a, /i, y en 
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a-f~2, n — I, done, par nn proc< 5 de loul 

semblablcj 


{n — i) (n + Ct 4- 1) r ity{i — du 

=:::: C (l — X\^ dll 

Continuant ainsi, on aura finalement 

J rrz ^ 

"" w(/2 — l) l(c/ 4- /^) (a -H -h l) (a4•2/^ — i) 

D’ailleurs 




{ a 4 - /i) ( a 4 - 2 n — i ) ( — n) ( — Ji H- i ) 

t ( 7 +o — u 


et 


/' 




r(Y -h /Q r(« + n -y -H i) 
r ( a 4 - 2 /i 4- 1 ) 


SubstiLuant ces valeurs et remplagant Jea facloricUes par 
des quotients de fonctions T, on tiouvera la formule (46) 
Soifc maintenant /(«^)iine foncLion quelconqne, quo nous 
nous proposons do ddvelopper en une sc^rie de la lorme 

y'( AqZo 4“ AiZ, H- ~H-A„Z/i4- 

Un semblable d(§veloppemenL 6tant suppose possible (^), 
on en determmera ais^ment les coefficients Maltiplions (mi 
eifet les deux membres par — uY~^y 7 ^,i et mtegrons 

de 0 a I , il viendra 

f f{u)uy-Hi-^uY-rZr, 

do 


(’) Sur ceLte possibility, vou le Mdmoire de M Darboiix Sur les fonctions 
de grands nombi es [Journal de Lioiwille, 3 ® sdrie, I tVy p 5 et 877) 
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ce qiii donncia le coefficient exprim6 par une inlegralc 
definie. 

187 Les r^siiltats que nous venous de irouvcr renfermcnt 
comme cas parLiculiers ceiix qui onl 6l6 obtenus prcccdein- 
nient pom les fonctions X.^ dc Legendre Posons en oflet 
nous aurons 

I 

Z /2 ~ F(/i 4 - 1 j — n, I , u) z=z " (i — 

I 2 n 


et, en posant u = — ; — j nous obtiendions le nouveau poly- 


F n 4- 1, — /i, I, 




188. Considerons comme derniere ajDplicalion P^quation 
de Bessel 


, J dy 
dx- X dx 


SubsLitiions pour la sene 


yz=.^o 


7 ~ Co^^ 4 -Ci ^'^-2 4 -* 4 “ <- 2 (^ 4 - 

II viendra, en egalant a zero le Lerme en 

(/ 4 - 2 [j-H 2 )(/ 4 - 2 p. 4 -j) 

4- (/ 4- 2(J.4- 2) 


r ™ Hi 

(/ 4 - 2 (X 4 - 2)2 ■— 


{i 4-2lJ.4-24-7^)(; 4-2 (jl -h 2 — /? ) * 

En posant jj. = — i, on aura F^qiiation d^lerminanle 


n 2 =:o, 


; 
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Prcnons d’abord / /z, il viendra 


“-IX-l-l — 


■C{J 


ct, par suiLe, 




4(«-l- 1J.-I- i) ([J. H-l)’ 




-i- 


ainsi 


22(« + i) I 22i‘(«4-l) (re + (A) I 2 [i 

1 

Le teinie g^n^ral de la sene entre parentheses pent s’ocnre 


2“r(«H-i)(-i)!^ (^ 0 ' 


r ( /I H- ji, -h I ) r ( P ■+- 1 ) 

Si done nous prenons pour plus de simplicity la con- 
stanLe Co e^ale a — il viendra comme premieie so- 

^ 2"r(/i~hi) ^ 


lution la sene 




‘-Kf 




r ( /i -h (j- "4- 1 ) r ( [j. H- 1 ) 

0 


que nous designeions par J ;2 

En posant / = — n, on trouvera un lesultat tout sem- 
bldble, sauf le cliangemenL de signe de ii 

Les deux mtygiales J_„ seiont yvideminent md^pen- 
dantes si n n’est pas un entier reel; I’lntygrale generale sera 
done 

cJ/i-h c' 


Si ?i est entier, on pent evidemment le supposer positif, 
cai il ne figuie qiie par son cari^ dans I’equation dififeren- 
tielle Dans ce cas les n premiers termes de J__;? s’anniilent, 
car ils contiennent en denominateur des fonctions T d’aigu- 
ment eiiliei negatif, lesquelles sont infinies On aura done 



(-l)H' 






n 
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ou, ea posanl -f' p', 






) r ( -[r- jj ^ -I” I ) 


Les deux mtegrales Jn et ne seront done pas indepen- 
dantes et ne suffironL pas pour former Pintcgralc gendralc 

189 Pour oblemr dans ce cas une nouvelle inlegrale, 
nous supposerons que PargumenL, au lieu d’dlre tout d’abord 
^gal a riy soil dgal k n — e, e dtant infinimenl petit Nous 
pourrons prendre pour intcgi ales inddpcndantcs, au lieu de 

h-c et J/i-e el — La limitc'de ectle 

derm ere quanlite pour s = o nous donnera I’mldgialo eliei- 
chee, que nous repiesenterons par 

Separons les n premiers lermes du ddvcloppemenl dc 
et ehangeons dans les autres I’lndice de sominaUon p 
en /z H- p, il viendia 


, £ r ( p -|~ I ) r ( — /i e H- |J -hi) 




^’(e) 


posant, pour abrdgei, 




^(/^-hh-hI)^(e-hh“^*“0 


r(i^ — E-hh+i)r(h-hi) \2 


Or, en appliquaot la formule connue 


r(/>)r(i — p): 
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on aura 

£ r (—/z -h e 4 - H- -H l) ^ TTB 

expression donl la limite pour s -= 0 esl 

— T(n — (x) cos(/z — (x) 7 r =: (— i)" r(/z — jx) 
‘ D’autre part, 


lim 




r(0): 


, CC I 

; OlQCr „ 

^ 2 r(/z4“(xH-i)r((x-j~i) 


r'({x -h i) 


( /z 4 - jx 4- 1 ) 


r ( /z 4 " 4 - 1 ) ( [X 4 - 1 ) r ( p H- 1 ) ( /i 4 “ p 4 * i ) 


Substitiianl ces valeurs, il vient 


-Et 


r (ft — jji.) 

(f^ + i) 




2^ 
£c \ 


^r(/z4' (x4-i)r([x-i-i] 


I 2l0J 


r^(fx4-i) r'(/z4-p+i)1 

r((x 4 -i) r (/z H- p- “i- i ) J 


190. Les fonctions sont liees par la formule recur- 
rente 

(47) 

En efFet, substituant pour les fonctions J leurs d^veloppe- 
ments en sene et comparant le coefficient da terme en 
^rt4*2a*”i dans les deux membres, on aura ^ verifier I’egalite 

2/Z ( — l)P 

2 V42(a' r ( jj. -}- I) r(;z 4- p 4 i) 

^ (- 1 )^ 

2 ^»i+ 2 [xr(jjL 4 i)r(,z_i- |j.) 2 "+ 2 p-ir(jjt.)r(/zH- p- 4 i’) 


Or on a 

r(p. 4 1 ) ■= p.rpi, r(n 4 p.4- j) === (/z 4- p.)r(n 4 p.) 
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u 



Snbstitiiant ces valeiiis et siipprimanl les factciiis com- 
muns, Fegalite a venfiei se reduira a 

n _ I I 

[x(/i H- (j.) ji. n -h (j.’ 

ce qiii est Evident 

On veiifiera de m^tne cetlc autic formiilc 

(48) — J/^^ 1, 

dont la coQibinaison avec la prdcedenlc doancra 

(49) ik 

Nous signalerons enfin les deux fonnules 

(50) —'i U ^ J«+i(\/^)) 

(5') 

qii’il est ^galement aise de vc^nfier 


191. On peat i attacker h U^qaation do Bessel pUisicars 
equations qui se rencontient fi(5quemnienL dans les applica- 
tions 

Transformons en eflfet cettc Equation en posant 

y — fo-y, v = 
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D’autre part, 


y = f“V, 


Substitnant les valeiirs prec^dentes dejK et de ses denv^es 
dans I’equation de Bessel, on aura I’equation Iransform^e 

dV 

( 52 ) 


L’equaLion enjK ayant pojiir mtegiale gen^rale 

la Iransforinee aura, pour mtegrale gen(5rale 

Y zz: zz ( y ) -^ c' ( Y ) 

(J_« devant tontefois ^tie remplace par Y,i si n est entier) 

On pourra done int^gier par les Iranscendantes J toute 
equation de la forme 

( 53 ) ^{b-^ct^)y:=zQ, 

car on pent disposer des quatre constantes a, p, y, a de 
mani^re a identifier I’equation (53) avec (52) 

On lemarquera toutefois que, p et y ne pouvant 4tre mils, 
la tiansformation serait en d^faiit si c ou X ^taient mils Mais 
alors Tequation (53) se ram^ne a une Equation a coeffi- 
cients constants (139) 

Les cas particuliers les plus int^ressants sonr les siiivants . 
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correspondant aa=:dz/i, P = y = i, et 




correspondant a c/ 
Riccati 


P = 2 ", Y = I 5 cnfin rdqiiation de 


dt^ 


Ct^y : 


correspondant a a = — ■-» (3 = 


2/1 


\/ 6 ‘, n : 


X + ? 


IV. — Integration par des int^grales defimes. 


192 L’ equation de Gauss esL nn cas parliciilicr de la 
suivante 


^ , d'^l V / V 

° = Q(^); 7 rs-(^-'OQ'(«’) 


(•) 


da:‘ 

— ‘^) (? — + 0 


Q"(^) 


d^-n 






ou ^ estune constante, et Q(^), R(^) deux polyn6mcs, tels 
que I’un des polynomes Q(^), soit de degre /z, et 

i’autre de degre 5 ^ 

Nous essayerons de satisfaire a cette (Equation cn posant 

I nz r U ( ZZ — du^ 

dh 

U etant une fonction de u qui reste ^ determiner ainsi que 
la ligne L d’mtegration. 

Substituant dans I’equation la valeur precedente ct sup~ 
pnmantle facteur coramun ( — i)" (5 — 0* ’ — /i + i), il 
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J I 


viendra 




' 1 H- (w — 

R(dK)+R'(a?)(M a7)-t-R"(cr)*^““'^)V jj 




/ [(? — ^0 ( Q( w) -h ( Zi — R( w)] 
Delenninons U par la condition 


Vdu 


R(„)U=|;UQ(.), 


d'oi 


du^ 




r 


d U Q(ii) __ R(u) 

UQ(«) ~ Q(u) 

et enjQn 

Q(«)' 

I’eqxiaUon precedente deviendra 

o ~ J d U Q(a) *— J dV, 

en posant, poui abK^ger, 

(2) V=r U Q(i/) (w — x)^-^z=z e- ^\ii — 


L’lntegrale de dW sera nulle et Teq nation sera satisfaite : 
I ^ Si L est im contour ferm6 tel que V reprenne sa valeur 
iiiitiale lorsqu’on revient an point de depart, 

Si L est line ligne telle que V s’annule a ses deux ex- 
tremit^s 


193 Nous allons voir, en discutant ces diverses lignes 
d’mt^gration, qu’on pent obtenir en general n mtegrales 
parliculieres distinctes, donl la combinaison donnera linte- 
grale g^n^rale de I’equalion piopos^e 

J — Coms, III j 5 
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La fraction 


R{u) 


q{uy 

donnera un i^sultat de la forme 


decomposde en liactionb simples, 


R^) 

Q(m) 


= mx_i H- 


(3) 


+ 


{u — a)V 

Pv 


ft — a 

a — b 


oil 


{u-by 

X H“ (J. + V H~ zr: /I 

On en clcduit 

( 4 ) Y~{u — a)^i{ii — {ii — 

en posanl, pour abieger, 

7/ A _i_ m . It L 


(3) 


+w„« 


Pv 


II — a V — j {a — by~^ 


• const. 


Les fonclions U(ii — V adincLlcnt done comme 

points critiques le point oo eL les racines a, . de 1 ’^- 

quation Q = o et se reproduisent niultiplidcs par 

lorsque I’on tournc auLoiir de ces divers 

points. 

Cela pose, soit 0 un point quelconqiic du plan Joignons- 
le aux points a, i, . , ^ par dcs laccts A, B, . , X: 
soient A, B, , X les valours de I’lntegralc fV(u — du 
prise dans le sens direct le long do cos divers contourb 
avec une deleimination miLiale donniSe M dc la fonclion 
a mtegrer On pouiia picndre pour ligne d’lntegraUon L 
Tun quelconque des contours suivants ‘ .*5 

AXA’^^X'"', , car, si Ton ddcint Ic contour ARA'^’B*”’, 

par exemple, la fonction V se reproduira, au rctour, muU 
tipliee par 



Equations imfiAiiiES. ^43 

La Yaleiir [AB] de I’lnLegiale prise siuvanl Ic contour 
estdonc une solution de I’eqiiaLion proposcc II 
est aise de la determinei En effet, en ddcrivanl d’abord 
le lacet A, on obtiendra unc prexnicie integialc A, cl 
aura pour valeur finale Ddcrivant 

ensuite le lacet B, on obtient comme seconde partie de 
I’lntegraic et 'U(u — aiiia pour valeur finale 

g 2 m(a,+pp]y; L’mtegrale suivante, le longde A~^, serait evi~ 
demment — A si la foncLion a mtegrer avail pour valeur ini- 
tiale (qui est sa valeur finale lorsque Ton dccrit A 

avec la valeur mitiale M), elle sera done, dans le cas acluel, 
egale a — et U(^/ — aura pour valeur finale 

Enfin I’lnt^grale siuvant B“' sera — B 
On aura done, en reunissant ces rcsuUals, 

(6) [AB] = (I — A — (I — 

On obtiendra des formules semblables pour les integrales 
analogues, telles que [AX], [BX], . . On dcduiL iinme- 
dialement de ces relations les suivanles 

(7) [XA]:rr--[AX], 

( 8 ) ( I ) [AB ] H- ( I --- e^Tc.a.) [ bx ] + ( i - [XA ] _-= o, 

quimontrent que toutes les integrales [AB], . . s’e^priment 
Im^aiiement au moyen des integrales particuli6res [AX], 
[BX], . [a moms toutefois que ^ ne soit un entier, auquel 

cas onauiait dvidemment 

X = o, d’oii [AX]zz:o, [BX]^o, 

de telle soite que I’equation (8) deviendrait idenlique]. 

194 Le nombre des int(5grales ob tenues par ce qm prc; 
c^de est egal au nombre des racines distmcLes do rcquation 
Ql[u) = 0 . Si done le polyn6me Q a des raomes egales, ou 
SI son degr^ est mfdneur a n, il nous faudra ti'ouvCr de nou- 
velles integrales particuberes. Nous les obticndroiis ea clioi- 
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sissant la hgne d’uitegration L, de Lelle sorle que V s’annule 
a ses extremites 

Soit a une racme multiple d’ordre [x de rdquaUon Q = 0 
Posons 

iL — a = p ( cos tp ^ sin cp ) , 
ct 



::r- r (cosp 4- I Slllp) 


dans les formules (4) el (5) el faisons lendrc p vers zero, on 
aura ^videmment 


V=: (cosojjtp H- I sinai(p)e'P^ 

6 etant un facteiir qiii tend vers la limite Cime 
{a — b)?! {a — 

Cette expiession tendia vers o oa vers oo, suivanl que 
cos[/? — (p. — i)cp] sera negalif on positif. 

Or Tequation 

COS[/? — ((X — l)cp] rr: 0 

donne pour f un systeme de 2 (p — i) valcurs dquidisLantcs, 
dans Tmtervalle de zdro a 2 tu Si du point a on mtijne dcs 
droites dans ces diverses directions, ellcs parlageront les en- 
virons de ce point en 2 (p. — i) sccteiirs El, lorsquc u lendra 
vers a, V tendia vers o si u se meat dans un dcs secleurs dc 
lang impair, vers oo s’ll reste dans un secteiir de rang pair 

Si done nous supposons {Jig 2 ) que partant de la va- 


Fijj. a 



leiir a, s’en 61oigne suivant Je premier secLeur, traverse en- 
suite le second secteur et revienne en a par Ic Iroisi^ine 
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secteur, la Iigne A amsi decuLe pouua elie prise coinme 
lignc d’mtegraLion, car V esl mil a ses deux exlremiLes 
La valeur de I’lntegrale particuliere ainsi obtenue variei\i 
evidemment suivant que la ligne A onveloppc qiielqiies~uns 
des points ^ x on les laisse Lous en dehors Nous ad~ 

mettrons qii’elle ait et(5 tracee de maniere a satisfaire a ceLte 
deimere condition L’lnlegrale amsi oblcnue ne cliangeia 
pas SI I’on contiacte celLe ligne de manieie a rendie ses di- 
inensions aiissi petites qiic Ton voudra, la diminution du 
champ de I’lnlegration sera compcnsce par I’accioissement 
de la valeui de la fonction soumisc a I’lntegration 

On obtiendraune auLie mtegiale pailictilieie en integrant 
suivant une ligne infiniment pelite K! qiii s’eloigne de a sui- 
vant le troisieme secteur et y revienne parle cmqiiieme, etc , 
ce qui donneia evidemment p — i integiales parLiculicies 
Chaqiie racme multiple de Fequation Q = o donncia evi- 
demment un resultat analogue, de telle sorte que, si \ est 
mil, nous aiirons le nombie d’lntegrales voulu 

195 Si \ n’est pas mil, chei chons ce que devient V 
lorsqiie u tend vers oo Nous aiirons a poser 

rrr p.(coscp H- ^ sincp), ] (cosy; H- ^ sm/?) 

et k faire tendre p vers co On aura evidemment 
y = [cos (a, -h pi H- )(p + « sm(ai.-h PiH- )cp] 

^ g7p^[cos(i74-X^)H-/sin(/3H-X<p)J^ 

le facteur 9 lendant vers I’linitd. 

Cette expiession tendra vers o ou oo suivant Ic signe de 
cos(/? 4- )^<p) Oi Fequation cos(/3 -f- Xcp) = 0 donne 2 X va- 
leurs de cp Tra^ons, k partir d’lm point quelconqiie du plan, 
des droites ayant ces directions Elies partageront le plan 
en aX secteurs, pour u =co, on aura 


V=rO 


OU Y= 00 
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snivantqiie u sera clans un secleui cle rang impair on pair, 
Et SI Ton suppose ime lignc A parLanf dc I’mfini dans le 
(2 7 ?i H- secteur et y lelonrnanl par le (2 
(apres avoir laisse a sa gauche tons les points , x)^ 

elle fourmra line integrale parLiculicie On on obtiendra 
ainsi \ 

196 Nous avons amsi obtenu dans Ions les cas le nombie 
d’lntegrales necessaire On pourraiL en determiner line foulc 
d’autres II est clair, en effet, qtdon poiirrail prendre pour 
ligne d’ integration 

Toiite combinaison dc lacets, telle que chaquc Jacel 
fut deciit aussi souvent dans le sens direct que dans le sens 
letiograde, 

2 ° Toute ligne L joignant deux des points , , 00 , 

pourvu qu’elle ariive a ces points dans unc direction tcllej 
qu’on ait, en y aiiivant, V— o 

Mais nous savons d’avance, et il serait d’ailleiiis aise de lo 
verifier, que ces integrales sont li^cs Im6aircmcnt aux inte- 
grales fondamen tales cpe nous avons d6tcrnunecb, 

197 Pom line valeiir donnde de .r, les ligncs suivant les- 

qiielles sont prises ces integiales fondamcntalcs peuvent t^lrc 
d6formees a volonle sans que la valour des intdgrales soit 
alteree, pourvu que dans cette ddformalion dies no traversent 
jamais les points a, 6, , , 5 ? Si Pon fait vancr r d’unc 

maniere continue, ces integrales varieront dgalement d’une 
maniere continue, pourvu que Ic mouvemcnt dc x soit ac- 
compagne, lorscjne cela dcMent necessaire, d’une deforma- 
tion des lignes d’lntegration, qiiileur fasse dviter la traversce 
des points a, b, , . ^ x 

Ces considerations permettent de determiner le groupe de 
Pequation differentielle proposee. En eflTet, les points cii- 
tiques de cette equation sont les points a, i, . . et il est 
aise de se rendre compte de la inani6rc dont varient les inld- 
grales fondamentales lorsque x tourne dans le sens direct 
autour de Pun de ces points, tel que a. 
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198. Les laceLs B, . n’anronl pas change, mais les 
lacets X el A, pour evitei d’elie traverses par a et an- 
lont dii se transformer en X' ct hi {Jig 3) Or le nouveau 


Fig 3 



COD Loin X' cst evidemment equivalent a 1LAX.A ^ X ^ et 
Ic contour A' a 


XAX-i=iXAX-iA-^ A 

L’ml^grale suivant X' sera done 6gale a X -q- e-^^'[AX], 
et rmt%rale suivant A^ a — [AX] h^A Pai suite, I’lnte- 
grale 

[AX] — (i — A ^ (i — X 
se trouvera Lrans formic en 

(I _ A7— (i — 

== [AX] [i — (i — ) — (i [AX]. 

etl’une quelconquc [BX] des aulresint^rales [BX], [GX], . 
sera changi^e en 

[BX] + (e2^^Pi-i)e2^^l[AX] 

199. Si a est une lacine multiple d’ordre pi pour I’^qua- 
lion Q = 0 , il existera [a — i int^giales particuli^res If, . . . , 
IJ-i correspondant ^ des contours fcim^s infiniinent pelits A, 
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A', « passant par ce point (194) Ges contours n’^tant pas 
traverses par x dans son mouvemenL pouriont etre conserves 
sans altm’ation Mais la foncLion a inl^gier conticnl le fac- 
teur {u — qui se reprodiiit mulliplid par lorsque 

X toiirne autour de a, car il eiiveloppe en mcme temps le 
point u qui en est infiniment voism Lcs mtcgralcs T/, > , 

se repiodmront done multi plieci^ pai 
Soient b line autre racme multiple de Q == o, v son ordro 
de multiphcite II exislera v — i integialcs parti cull ^ires cor- 
respondant a dcs conlours feimes infiniment pctits passant 
par b Le points restant extdiieur a ccs contours lorsqu’il 
toiirne autour de a, cette rotation ne cliangera in lcs Iignes 
d’mti^grationj ni la valour du facteur {u — Ces intc- 

grales resteront done malteiees 

Enfin il en est (^videimnent de m6me dcs inldgrales cor- 
lespondant anx X i acmes mfinies que pouriait presenter 
Tequation Q “ o (195) 

Nous avons ainsi determine d’line manicre complete la 
transformation que subissent les inldgrales par une rotation 
autour de a On dcteiminerait de m^me la transformation 
opdree par line rotation autour de cliacun des autres points 
critiques ft, . 

200 II pent arriver, pour cor tames valcurs particulieres 
des coelficieiits de r(^quation dilKientiellc, quo les integrates 
oblenues cessent d’etre distinctes Ainsi, si nous siipposons 
que a, soitun nombre entici m, I’lntegrale 

[AX] = (i ^ A - (t - 

sera identiqucment nulle, car, d’une part, i et 

d’aiitre part, A= o, car la fonction k mldgrer I'cste mono- 
drome dans I’mtdrieur du lacct A. • 

Pour obtemr dans ce cas Pintf^grale particulifire qui 
doit rcmplacer Fin t^grale ^vanouissanle, nous siipposerons 
t7, = /72 £, £ 6tant infiniment petit. L’lnti^grale [AX] dans 

cette nouvelle hypoth^se nc sera plus nulle, et, en la d^ve- 
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loppant en sene suivant les puissances de e, on aura 


[AX] = [AX], 

+ ^f^-[AX]) -H 


2 / cP 


1 2 


Le premier Lermc de ce developpcment esL icIenLicjue- 
menLnul Dmsanl le reste par s, nous oblicndrons line autre 
mtegrale 

qui, pour £ = Oj se reduira a son premier terme 


: (J — — (i ~ 


ol, et ^ desig-nant ce que devienncnt les intdgrales A el X 
lorsqu’on y remplace dans les foncLions a mlcgrer le lac- 
teur (u — a)“i par sa derivee (i/ — 
valeur parti ciili ere a, = m 

On pouira opdrer do meune dans tons les cas analogues 
ou une combinaison lineaire des integialcs fondamenlales 
s’annule identiqiiement En faisant varier mlinimcnt peu 
Tun des param^tres, convenablcment clioisi, cette expres- 
sion cesserait de s’annuler Sa derivi^e par rapport h ce para- 
mtoe donnera I’lnt^grale suppldmentaire dont on a besom 


201. Consid^rons en particulier le Oas ou teutes les ra- 
cines de Q(z^) sont m^gales et finies, on aura 

Q(^0 = (a--a)(u~^d) , 

, P . 

Q(c/) a — a it ^ < 

V=(m — aY{u — 5)P (w — 

et les int^grales particuli^res de Ti^quation proposde seront 
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donates par la formule 

lap f {u — {u ~ ^)P"i {a — r)^-^ du^ 

ouL esL un contour ferine quelconquc, Lei qiie la fonclion a 
inLegrer reprcnne sa valeur imtiale apr6s Tavoir decriL 
La differentiation sous le signe f donne dvidemment 


L’eqaation diff6rentielle a laquclle satisfait l^p ^ equi- 
vaut done a une relation Imeaire entre les /i-f-i inlegrulcs 
consecLitives Ictp ^5 lap ,^-ij •? lap 

' D’autre pait, on a ^videmment 

Ia+i,p ^ — lap (a:^ — a)lap ^ 

Cette formule et ses analogues, combinees avec la 1 elation 
piecedente, montrent que toutes Ics mt6grdlcs dc la forme 


I 


CL-\ 1 >, P-+-7, 




oil p, c/j , / sont des entiers, s’cxpnment lindaircmeiU 

cn fonction de n d’entie elles, Lelies que J^p 

lap 

Signalons cncoie cette formule, dont la v6rification csl 
immediate, 


(^-1) 


S _ (a _ i) 


da 


dx 


: (a — a) 


d^lgP g 
da dx 


202 Si les exposants a, |3, , ^ sont riiels et rationneh, 

r integral e 

J {u — a)“-i («— {u — dll 

sera une int^grale ab^lienne, et I’lnti^grale Tap , 5 en sera une 
periode. 

On pouvait pr6voir a prion que les pdriodes d’une int^- 
giale ab^licnne, consid^rdes comme fonctions de I’un dcs 
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p&raiiictres a c[ui(£igurciH dnns 1 inlcgrcilcj SGi&icnL Ics solu- 
tions d’une Equation dinerenliclle hncaire a coefficients iini- 
fornies En effet, soicnt P, P,, Ics penodcs lincaucmenl 
distincles La foune gwierale dcs pciiodcs sera 

/// P -f- P I H-- j 


w, . elant des enliers. Si nous fatsons vancr a d’anc 
maniere quelconque, P, P^, . varieiont d’une mani^rc 

rontmne El, si a repreiid sa valeiir primitive, les valeurs 
finales de ces fonclions, etanl encore dcs p6iiodcs, seront dc 
la forme mP + mt P^ • L’effet du conlour fermd d(5crit 
par a sera done d’op^rer sur P, Pj, une ceitaine sub- 
stitution lin(5aire L’equation lineaire 


1 P Pi 
d\ dP dPj 
da da da 


dont ces penodes sont Ics solutions, se rcprodiura mul- 
tipliee pai Ic determinant de cette sLibstitution loisque a 
deent ce contour, et, si nous divisons Pdquation par Ic coef- 
ficient du premier terme, les coefficients de la nouvelle 
equation obtenue se reprodiiiront sans all^ration Cc sont 
done des lonctions uniformes. 


203 Proposons-nous , comme application , de former 
Peqiiation diff^rentielle a laquelle satisfont les pdiiodes dc 
Tintegrale elhptique 



dt 

^ (I — id f) 


consider^es comme fonctions du module k 
On a 
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cn 

kl--:=: ^ J* U ^ {it- 

i) ^ {u ■— x) ^ dll. 

en posant 


u 


Les periodes de celte mLograle, considcrces comme Tone- 
tions de satisferont a reqiialion diflercnliellc (i) si Ton 
pose 

R(h) = -1 

Substituant ces valeurs, il ^^^endla 




-h (2^" — i) 


i!i} 

d L 


-f 


II reste a transformer ccLte expression cn substituant ^ x 
valeui 
On a 


sa valeur ^ 
Id 


2dk 

^3 ’ 


dx - 

dx ^ dk 


d’ou 


dk 

di 


d^kl 
dx’^ 

et, en substituant, 


,ddk\ dk\\ 

dk^ Hk) 


^ Id 
2 ? 




...drk\ , ,^.dk\ ^ 


204 L’equation diffdrentielle de Laplace 

dn 




( 9 ) 


dx^ 




+ (/»+<?•«■*) 1=0, 
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oLi les /, g &onL des con&Lantes, pent s’lnlegrer par un pre- 
cede Lout semblable a celui qui nous a servi pour IMqua- 
tion (i) 

Posons, en efFet, 

Izzi C\] du 


Le i^sultat de la subsLitntion de cette integrale sera 


J* [R(f^) 4- Q( w)^] 


en posant, pour abieger, 

R(rO 4- 4-/«, 

Q ( W) =: gu'^-hgi 4- 4- gn, 

Si nous determmons ici encore U pai la condition 


R(^0U=^UQ(.0, 


p V.lu) 

fj—- U(«)' 


riiiLegrale prec^dente se reduira a 


J d UQ(«)e'‘*= J dY 


Elle sera nulle, et Ton obtiendra, par suite, line int^giale 
de rdqaation proposee, si Ton choisit pom L un contour 
lerm6 tel qiie V reprenne sa valenr mitiale quand on revient 
au point de depart ou une ligne telle que V s’annule a ses 
deux cxtremit^s. 

Soient 

< 2 , bj Cj . . les racmes distinctes de TequaLion Q o, 
m leur nombre , 

A, B, G, . les lacels correspondants. 



TROISlfclME PARIIE 


GIIAPllIlfi {I 


254 

On obtiendra m — i int^grales en pi’cnanL sncccssivement 
pour L les contours 

ABA-^B-S ACA-^C-S 


Si Tequation Q = o a des racmes multiples, soient a Time 
d’elles, \K son ordre de multipbcite . on obtiendia, commo 
au n° 194, p. — I nouvelles intcgrales, en prenant pour L des 
contouis partant du point a et y revenaut dans des direc- 
tions convenables 

Enfin, soit \ Le nombre des racmes inlinies de Bequation 
Q = o (ce nombre pouvant etre mil) , on aura 


R(^0 

Q(w) 


pi 4- 




—II 1 II 1^ _1 Li™ 

u — a {li — ay a — b 


et, par suite, 

y — e^ Q(«; 




o) H-1 


{if — {a . 0, 


le facteur 9 lestant Gni pour u :=co 

Onverra, comme an n<^ 195, qubl existe X + i intcgrales 
coirespondant a des lignes L ayant lours deux cxtrdmitcs a 
I’mfini 

Ce lesultat subsistera, meme si X o, auquel cas V serai t 
de la forme 

V ™ e'P ( a — ( u — by\ 0. 

Les mtegrales amsi obtcnucs, jomles aux prece- 

dentes, coinpletcront le nombre des intcgrales rcquises pour 
loimer I’mtegrale gCnCrale 


206 Nous allons appbquer la mClhode prCcedente 
r equation 

(2n-hl);i h^I^O. 


( 10 ) 


cc 


cin 
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On aura, .jns ce cas, 

R(i:0 ~ (2/1 4- I) w, Q(//) 

f = ( « + i) log ( «' -I- 1)- 

Nous aurons done, comme solution de Pequation pro- 
pos^e, I'mtegrale 

1 )” ^diif 

pourvu que I’expression 

1 

Yz=ze^^^{id- - 1 - 

prenne la m^ine valeur au\ deux extrcmites de la ligne d’m- 
tdgiation. 

206. Avant de proceder a I’^tude des solutions fournies 
par cette mtegrale, il convient de donner quelques explica- 
tions siir les fonctions eulenennes, lorsqiie leur argument esl 
une quantite complexe quclconque 

La definition de r(^) par im produil mfini n’est soumise 
a aucune restriction, elle donne, pour toute valeur de js, une 
valeur unique et determinee de r(^), laquelle est toujours 
differente de z6ro et reste finie, sauf pour les valeurs en- 
ti^res et negatives de pour lesquelles elle est infinie du 
premier ordre Mais, pour qii’on puisse considerer T(z) 
comme fonction de la variable miaginaire z, il faut encoie 
etablir qu’elle a une d^riv^e 

Orr(^) est un produit mfini ayant pour facteiu general 

(t. I, n^ (325) 

n (n-\- lY 

ll Z II"* 

Done logr(s) sera donnd par une sme mfime S ayant 
pour terme g(§n6al 

log Tl — log ( /Z -f- Z ) -1- XJ log (/I -}— l) Z log /I 
Prenant les derivees des termes de cette si^rie, nous aurons 
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une nouvelle sene S' ayanl pour termc gendra] 

1 U log(/i 4- 1 ) — log/^ 

Mais on a 

log(n + i)-logn=J^ ir^TTTo;; 

6;^ efcant une quantum comprise entie o et i 

Le termc gen^ial de la sene des derivdes sera done 

(n + ij) (;z 

et son module aura pour limite sup<^iieare la quanliL(^ 

^ Z -f- 1 

{n-~Z)n' 

Z d^signant le maximum du module de dans ]a region ou 
Ton consid^ie sa variation. 

Les quantit6s An ne d6pendent plus de s et forment une 
s^rie nianifestement couvergenle Done la sene S' cst unifoi- 
niemenl convergente dans la region consid6r6e cL sera la d4- 
riv^e de logr(^) Done r(^) = aura lui-m^mc une 

denvde 6gale a S'r(5) 


207. La ddfinilion de r(;s) par Tint^grale ddlinic 
T{z)z=::J^ cU 

estborn<§c au cas oii z esl reel et positif Mais il est ais6 de 
la modifier, de mani6rc k obtenir une expression de T(z) en 
mL<§grale d^finie applieablc a toute valcui dc XJ. 

Gonsid^rons en effet I’mtdgrale 

J* e dt 

prise suivant une ligne L partanl de Finfini positif ct y re- 
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venanL, apies avoir enloui6 Tougine dcins le scab dirccl, 
coiiime I’liidiqiie la Jig» 4 


i']{j 4 



Pom definii- complclemenfc celLe inicgrale, il faul prccisci 
quelle csL celle des determinations de la fonction quo 
Ton adopLe Soit 

t-=r. p(coscp H- l bincp) , 
on aura, par definition, 

Pour chaqiie position du point p cst comply I cm ent de- 
teimme, mais I’aigument cp n’est connu qu’au\ multiples 
pies de ATT, smvant celle de ces valcurs quc Ton adopte, 
celle de variera 

Nous prendrons pour valeur de cp celle qui vane de o ^ 
loisque t se rrleut sur la ligne L On aura, dans cc cas, 

Ell cffet, Ics deux membres de cctle (Sgalit^ sont des lone- 
tions continues et umformes de z On saiL quc deux sem- 
blables fonclions sont 6galcs dans tout le plan d(!)s qu’elles 
sent 6gales le long d’une ligne d6termm^c II nous siiflira 
done de montrer que Pegalite a lieu pour les valeurs r^elles 
et positives de 

Dans ce cas, la bgne dbnl^gration L pent elre deformcc 
de mani^ie ^ se composer , i° de Paxe des de oo ^ e, 

J — Coins ^ HI 


17 
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e ^tant une qaanUte iiifiuimenl pelite, d’lin cercle de 
rayon e deciit auLour de routine, d" dc Taxc dcs 7 . de s 
a 03 


Si e tend veis zero, rmteyialc rccliliync J* 
limiLe 


aura 


pou 





ou Ton prendia pour sa valour rdcllo 
Cette inlegrale est egale a — 

L’mtegrale suivant le cerclc est niillo iMifni I’niLogialc dc 
retour sesa 

parce que la lotation autom dc roiigine a muJtiplie par 
le facteur ™ q'i%iz^ 

L’egalite est done demontrde 


208. Considerons, d’autoe part, rinlegral(‘ 

A, B {fig 5) designant des laccls icclihgncs C|ul joignent 
les points ciiLiques H- i et o a iin point quclconquc a Les 

Tiq 5 


O 

0 Si 

valeurs de % (i — dependent dcs valcurs iniualcs 

adoptees an point a pour les arguments cp, cp^ des quaiitilds 
^ etr i — ^ Nous adopterons cellos dc ces valeurs qia sont 
comprises entre — it. ct-l-TT Ija signification de I’midgrale 
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-eLant ainsi precisee, nous auions 


T(p)T{q) 


f (I -- 0 ^"^ (J - n ^ 

11 suifna, coainic Lout a Phemc, d’ctablir la piopositioa 
pour Je cas ou p et q sont reels ct posUifs 

En designant par A, B les valeuis de I’lnLegiale prise le 
long des JaccLs A, B, on aura 


/ =<■- 




D’ailleiirs les intcgrales le long* des petits ccrcles eiant 
nulles, on aura 

^ I =(i ~ / , 

a ^ 1 •^a 


B: 


"^a ^0 






Done 


/ 


(, _ (i — 


/' 


Mars, en veitu de I’hypotlxese laile, ^ eL i — ^ auronl Icur 
argument nul entre o et i, done iP~* el (i ^ seronl 

reels dans I’lnlcgiale j celle-ci aura done pour yaleur 


r(p)r(f/) 


(t n, n‘’« 186-187). 


V(pH-q) 

209. Revenons a Tintegrale ^ H- r)* ^ dii 
Soienl(/?^ 6) 

x\, B des lacels joignant Fonginc aux points critiques i 
el — ij 

C une droite joignant Porigme au point, — situe a Tjn- 
fini dans la direction du point — 
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A, B, C les valeurs de l’mt(^grale ptise le long de ceh 
lignes, en choisissant celle des delernimalions du radical 

+ ^ qui se rediiit a +i pour la valeor imlialc 

M=::o, ce qui revient a adopter, pai’mi les divers argii- 


Fig 6 



merits de la quantile u-H- i (lesquels diff^icnt les uiis de‘> 
auUcs de multiples dc air) cclni don I la valour inilialc esL 
nuile 

On pent obtenir une peemiere solution en prenant pour 
ligne d’intCgration ABA” ^ L’lnldgrale correspondanto 
etant 

on voit, en suppriniant iin facleur conslunt, que 

est une solution 

On obtiendrait d’ailleurs directeineni cette solution cn 
prenant pour bgne d’int6gration le corilour forin<^ AB^^ 
a I’extremit^ duquel la fonction V reprend sa valour mi- 
tiale 4-1, car les deux facteurs exponOnliels par lesquels 
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elie a 6t6 buccessjvement miillipli^e sont inverses I’un cle 
I’au Ire 


l^~zA— y ~ i)" 

A 


- dll ■ 


- f 1 )" 

^ B 


oil, en diveloppant les exponenLielles en seiies, 




'v r c 


{ id -T“ I ) ^ dll - 


- / id^^{Ld 
d R 


• I - dll 


Si rn est impaii, les deux inlegrales entre paien theses ont 
evidemmenl les iViemes elements et se detiuiseni, si m est 
pan = 2 |i,, ces elements seiont egaux ot de signc con- 
tiaiie, on aura done plus simplenient 


00 



r( 2 iJ 1 ) 



1 

dll 


1 

Posons 11 = iC-'^ il viendra 




i) 2 clu = (— l)\^ I 


: f H 


(i p l) ' - dty 


bJ designant le lacet qul joint I’oiigine au point i, / 

/i— |- 

etant reel et posiuf ainsi cjite (i — t\ ' lorsqu’on va dc 
o a I 

Dans ces conditions^ PiuLdgrale suivant hi seia egale a 

[i _ I ^ 


D’ailleurs 

mule 




En outre, si dans la for- 


xr-i- p 
' m ! 



in — i . 1 


V{mz) 
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clemontx’ee au l I, iV' 385, on pose ni 2 , 5 = p -h il 
viendra 


(*0 


r(iJ 


r( 2 [X -f- 1 ) 



SubsLituant ces’ valcuis, il vicndra finalcmeiiL 


(lo) 




00 


(-I)I' 


(ij H-i)r(|j,H-«-i-i) 




210. Nous obtiendrons xxnc secoiidc soliiLion L cn into- 


grant smvant une lignc L parLaiil du point — ^ ct y rcvo- 

riant apies avoir onveloppo dans Ic sens diicct la partie 
de I’ave des y coinpuse cqlre — r et -p e (/%• O)? car 

n 

^ I ^ i s’annule au pom L 
Pobons 


t 

Uzzz , 

X 

d’ou 


(i3) 


U '- -1- 1 : 


i! 

V ' 


n 

X- 





€t, pai suite, 

1 


r. r-‘ (, 



t 

i 


A etantim enlier choisi dc telle sorlc qne Ics deux membres 
de Pequation (i3) aienl Ic mdme argimicnl lorsqu’cn donne 
a ^ sa valeur mitialc + co cl ^ w la valciir correspondante 


X 

Nous adopterons pour argumenls de ^ el de i-l- ^ ccu\ 
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clonl la valcur inUialc esl nulle, pour argu men L do % ccliu 
qiii esl compus cnlre — ^ et ~ ? ponr argnmcnl muial cl(* 

celiii qu’on obliendi'ail en faisanl drcinie A ii la 
ligne C el picnanl zeio pour Faig ament coiicspoqdanl A 
Foiigmc 

II est clau quCj lorsque a deem la ligne C, raigumeiil do 
Fun des facteins u — v "\- i aiigmcnle, I’auUe diminuc 
D’ailleurSj cliacun d’ciix vane d’unc quanlile infericiii e A tc 
done Fargiiment initial A adoplci pom ir r scia compns 

CnLie TT Gt -h TT 

On dcvia done delcimuici A, dc Lellc sortc que Faigiimcnt 

9 /iTT — (irg t 

da second meml)ie do FeqiiaEion (iJ) soil compns ciUn* 

• 7“ el — |— 7t 

Si I est A dioilo de Fa\e dcs j , «iig v scia compus entro 
— ^ devia posei A » ’ o , si ^ esl A gaiirlic de 

cet a\e, seui compus (mlie - el , ct I’on dcvia 

poser A — i 

CeJa pose, laisons ^ dans FinlegiaJc 

h 


ollc dcviendra 


r 

1 

/I - - 

L 

l-j) ^dli^ 

/2;/ 1 

fr-l-l-V 


V ' 


■dt 


t avanl pour v.ileui iniLi<de el linalc -poo, cl sou aignment 
variant de o A le long do la nouvelle ligne d’lnLegralion 
Icn supposanl, ce qai esl evidcmment perinis, quo h* mo- 
dule dc t soil plus gland que cclui dc x lout le long dc ccU<‘ 

ii ^ 

ligne, on pouira cU'*veloppcr le facleur -p par Ip 
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foimule du bmouic, et I’on aura ainsi 


L=.— 


^(2rt-i)/i7r 


M 

Sr 


( |x -h I ) r ( /I — |j + 


({f 


rfr+ *,) i 


(|j.+ i)r(/;- (i-H-J) 


_ — 1 ) r (‘> /i — s> jj.). 


On a d’ailleurs, en cliangcanl [i. en n — | dans la 

foimule (i i), 

^(0 7^ — op) ^ 22 ;j-2[J-1 


r(n — p.-- 


20“ 1 


r(n — |a) 


r(iA- «-(- 0 '’in(« |j)'^ 

Tip — . 

2 sill «TC I-'' /i - I I) 


Enfin 


Qh'K.in _ ^ j 


“zn (!-!■* 


2 bin 717 

Hf 

On am a, par suite, 

I j _ gCa/i-ijAiu _l_ pSni/j) giWK 


(i4) 


/r\“l' '" 
(- i)P ( j 

X ir(«+ 

. (^I ^ ^27Ti/i ) g(27-[)/i7CH (n 1-1)71^ 

X jr(n H- f - j ,l_„(j). 


211. Les deuK solutions qiie nous venous d’oblenir sonl 
done, a des facteuis constaiiLs (^gales k v\ 

ce qui confirme un rc'^sullal deji\ ohLcnu an 

191 

0 n p eut trou ver de ii x n o u vcllcs s ol u li on ^ I *) 0 1 1 ii e n i n I ra n t 
Je long des lacets D et E joignanl rcspccUvemeul les poiiUb 

/H ^ 

ciitiques t et — i au point — — {fiff* ^)> + i) 


tQUATION^I LlNfiAlRFS. 

s’annnle cn cc dcrniei point Nous prccxscroiis le sens do 
ces inlegrales en adopUriL encore pour argiimcnl d(* r 

au commenocmenl de chacimc de ces lignes ccini qin osl 
compiis entie — Ttet H-it 

11 osl d’ailleurs ais6 de deleiminci ]cs relations qui lienl 
( es noiivelles mlegralcs au^L precedentes. En effet, I oigii- 
tnent do u^-ri reprenant sa valeur imuale loiscpi’on ddcnl 
le coniour ce contour scia dquivalcnt au conloiir 

( 1 *"^ AB"^ C = C“‘ AG G~^B"~‘G qu’on pent aisomcnt dc- 
foimei en DR""^ L’mlegtale relative a ce dernier contoiii 
est I3 — I4 , on aura done 

(I.J) 

D’aiitre part, le contour L pent dvideinment elre trans- 
foime en DE on en ED suivant que — — est a droile on a 

gauche de I’axe des y Dans le premier cas, x seia a gauche 
de cet axe, etl’on aiiia 

(iG) < 

Dans Ic second cas, x sera a droite de cet axe, el I’on aura 
(17) 

212 Proposons-nous de delcrniiner une valeur ajiprochdc 
dc I3 et de I4 lorsquc Ic module de x cst lids grand Nous 
admeltrons, pour plus dc simphcilc, que n a sa paitic lecllc 

plus grande qne — Le cas ou cMe serait — 1 so ramdne 

immddialcniCMit a (’(‘1111-161, car, on posanl 1 I’dqiia- 

tion traufaform(3c on K no diHore dc Ja primitive que par le 
{aigne cle n 

Dans riiypolhdsc admisc, Ics int(3gralcs prises Ic long do 
ocrcles anlimmcnt pelils decrits aittour dc j cL dc — i sont 
li lilies, ct I’on aura dvulemmeni 

L- -(1 
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etT,^ etant Ics intcgiales pii&cs siiivauL les clioiles P el Q 

qui jOignenL lespecliveincnL les points -i au point 

Soil line dioiLe ineneo a pailii clii point i el faisanl 

avec la clioilc P un angle \ infeiieur cn valcui ahsoloc a-* 

, 0 

L’lnlegiale sinvanl un etc cle eeitlc de rayon iniiiu Iraci' 

enlie P et P^ scia nnilc, ( ai tend V(‘i‘s /eio lout Ic long 

de cel aic phis lapidenienL ([uhine puissance negative (jiicl 

concjiie du lason On pouria done rcinplacei I’lnU'gialo sui- 

vant P pai I’mlegiale siiivanl P^ 

Or on a siu celte dcrpieic dioilc 

tQ^i S* ^ ^i( 7ri~X)j/ 

i ^ jl, ^ 


t etanlieel et varianl de o a oo 
On en deduit 


(i8) 


a- 4- 1 ^ 


( 

2 <? 



I 


I “ 




u 


/d etant un enlior a d^lerniiiici de telh' sorle (|U(' les deux 
menibies del’equalion aienl lenienn^ tuguineul le long il(‘ P^ 
Nous adoptcrons, comme piecetleiuiiKnil, pom aigmnenl 

de ^ celui qui est compiis cnlre — ^ oL pour {ngmnenl 

de t celin qiu s’annule sur P^, pour argninenl do i -4 ^ ^ - 

cehii qui s anniile pour t o, 

Considerons sur les dcu\ ligues P ct P' dmix points />, />' 
mfimment voisms du point ?; Pargunicnt do n h i aura sen- 
siblement la meme valciii cn cos deu\ points, ct la valeur d(' 
Pargument cle u — i au point // surpasscra do X sa valeur an 
point p, Oi ou point p rargumonl de est coinpris 
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enlie -tt cL -i - tc Sa valour an point scia done comprise 
enlie -tt- - A or tt: - h 1 

Mafs I’aigiimenL du second meinbic do la rcdalion (iS) au 
point cst tgal a 

— 1 X — ai G X -H 

i 


Pourqu’il soif compris enlie — 7u-|~ AeLTC-h);,il faiidia jioscr 
//— o ou//r:izi, suivanl rjue I’argiiinont dc a:? soia coinpiis 

, TT TT TT 3 7C .. , 

enlie et- on entre - cl — On am a done, on lout eiat 

22 22 ' 

dc cause, ]c nonibic A elant cclui qni fig'urc dans 

Texpicssion (t 4) de rmlogralc 1^. 

Picnant done t pour vaiiablc independanle au lieu de u et 

lemarqiianl qiie e “ i, il vicndia 


n -1- - 


H dcsignant rinlograle 


i 


b 

Tl uO J 




iH- 


le^H' 


Or on a 


- , U -= 7« ~ 1 

f 2 V 

[’'- .itJ = S 

{J ^0 




^ dt 


xc^^t\ u 


(|j H-i)r(/i^^ (xH~ J) \ '> ? 




R,,, etanl iin rcsle dont nous anions a disciUcr la valenr. 
Done 


[JL = 771 — 1 


T(n -J) 


f. 


(J, = 0 


r((j. — {x-h|) \ 2 ^ 




^(e^U) 


c^Ult H- IT, 


le resLc U etanl donne par Tinlograle 



_ i 
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Mais 

n’cst autie chose que I’lntcgialc 


piisele long dhme droite allant dc rorigjne jnsqn’a rinfini 
avec iin azimui; \ Lhnlegiale dc ceLLe memo foncUon elani 
<hndemmenL nnllc sur im arc dc cciclc de rayon miini, com- 
pub enlrc celLc ligne el I’axe des r, on poiirra i cm placer la 
ligne d’lnlegiation par Pave des x,, cc qai donneia, pour va- 
|eur de Pmlegrale, 

Noiib anions done, pour expression approchee dc II, la 
seiie 

fJL = — 1 

[j -h I ) / i\ \x 
r ( fj- H- 1 ) r ( /? -•- |JL -H i) \9 % J 

et nous n’aiirqns plus qu’a liouvcr unc luniLc supeueuve du 
module de Pmlegrale U, qui nous pcrmollc d’appiecici' Pei - 
leiu cominise 





513 Oi e a pom module cl, si nous snppo- 

sons /I = (y >4- j3q la quantile 

aura poui module 

Pour obtenir, d’aulre pari, unc bmile du module de Vxmr 
posons 

^ 1 

/ 10^ ^ t\ ^ 

--=/(0 
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/(/j et cp(^) eLant des foncLions icelles La, sene de Maclau- 
111 ), appliquee a ces deux fonctions sepaiement, donnera 




cp(^) cp(o)H- 


I 2 (7?Z-™l) 

12 {T71 — I) 


tm 

1,2 Jil 


/«(oo. 


fm 

I 2 ni 


cp"^(0'z), 


9 el 0' etant compiis entre o et i, on aura done, pour Tex- 
piesbion du reste, 

Oi on a 


Gt, pai suite, 


|F"'(0|J|/"'(n, |F«(i)|5l9"'(0| 


Soiulonc M la valeui maximum du module do F'“(i)ciUic o 
el 00 , on aiua 

l/'"(0i)|;M, |o"'(0'^)lf M, 

d’oii 


t'"- 




D’ailleuis 


F'«(0 = 


r(«H- }) /f£^ 

T{u — m+ i) \ 2 a; 


[ H- 


2J? / 


et, SI nous supposons 

^ zr: p(cos 0 + 2 smep) rz p 6 ^ 9 , 

on am a 

^ N ^ N 

] — , — — i — , — sm ( A — <p ) 4 - ? — cos (A — CD ) 

9 V 2p ^ ‘ ^ 2p 

\je module dc cetle expression 


r ::rr 



/ Sin (> — 0 ) 


il 


P 



O^o TROISIMIE PV.R1IE ~ GUAPURE 11 

a pour valeur minimum 

|cos(X cp)'| 

corrcspondanl a t:=z 2 psin(X— y), ct son aigiiment qui 
cst nul pour t = Oj scia consLammenl compris cnLic - - ol 

-j-. 7C 

l^ela pose, 

-w {I ot/+ - 

) 

a pour module 


1 -f 


le 




Si nous dvons pousse ce devcloppemenL assez lorn pour quc 
m sou > or — 4? le maximum de ccUc expression correspond 
cha ail mmimum de / cL seia an plus 6gal a 


cos(X — cp) 
On aura, pai suite, 


a m 


=iPi 


M? 


r ( /I + 1 ) 


r ( - m — \] 


{2py 


|cos()v — cp)| ^ Pi. 


214 Nous obliendrons done pom limilc siipdrieure du 
module de U line cxjnession de la lorme 


I cos (7 — cp)| 


7' 


a 1 - 

g-/cosX I 2 


Iv d^signanl une constanLc indcpendanlc de m el dc \ D’aib 
leurs, en posanL icosX = r, on aima 


/■ 


ct— --f-m , 


-r-r-==“-=" 

a m Jq 


(cosX)'" ^ 

1? ( OC “h 2 df" lit ) 


dz 



CL CD{jn, par suiLc, 

IU|^Kr(<^-i 
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(--PiO(ls(A - ®)l“ - t 
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( cos A) 


a I 71 /// 


Lc second mcinhic conlunil rHi(l('l(‘rinin('(‘ >an<il)le 


cuLic — ^cl^cL (lonl nous poiurons |)r<)ni(u poui icndre 
minimum [c coefdcicnl dc Nous auions ainsi 

pm 


IU| 


- cp 


ctant line fonclion dc f dvidommciiL Ouie cl coulinuc. 
boil A son maMinum, on auia 


|U|. 


La Imiilc ainsi obLcnuc pour lc modulo du n'slc (J cst d(» 
Tordre dc Landis (Mk' l<‘s modiili's dcs Icrmcs <lc 

pW A 

pression approclicc dc soul dc Tordre dc-j? ou 

p« 

cii Constance qui jusLifu* noire i’ormulc d’aiiproximaLion 
lorsquc p sera suflisammciiL j>raud, louLcs chuscs c^'^alcs d’ad- 
Iciirs 


215 Un procede aual(><>u(‘ jicrmciLra dc trouver Ja valeiir 
approcli 6 e de On sul)s(ilu(‘ra a la ligne d’lnldgration Q 
line auLie ligne d’mldgralion laisanl avee ellc im angle X 


TC 

mferieur A - cn Vi^lcur abboluc. On uuraj le long du uetlc 


bgne, 




r ew+o.i, 

-I ; 


J 







I 


5 


i 


I 

t 

f 
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les arguments des deux membicb elant jci egaux, conuuc 
etant tous deux compns entre — tc -f- X el tt: -f- )v. 

0x1 auia, par suite, 

f 1 'S TT 1 , . 

I — — . 2; i 2 


t „ 
a- ' 2 


-III, 


II, desigaant I’mlcgrale 

1 

el erifin, eu developpant la puissance du bin 6 me, 

jj ~m-\ 

H - V r(;i + i)r(«-i-p-i-}), /-^Y^ , rT 

fJl = 0 


elant un lesLe donl le modulo a pour limiLe supin'icuu* 
~5 /I, designant line consLanLc, 


216 En nous Lornanl au premier Lcrnic des dcvcloppc 
ents de I 3 cl de L,, nous aiiions pour ces inlegiales les va- 


; asymptoLiques suivanLes 


/ 1 \ I 

— ( /t - - 1 •— rt — - 

f> \ ^ 9 2 

I,r= (I + e®"’'') “ — •— 




a 2 


/ __^1\ 7 tl 1 

e I ) Yo” 2 


I 

AM-- 




On endeduit, pour la foncLion 

i^aleui asyrnp toll quo 


s/: 


I 

= e 

OTTJ? _ 


iV- 4 -( 2 /i-^l)A 


ni-(n ^ 1 ) 


l\ 7 :i f IN 71:/ 

H 0 \ 2/2 


I 
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Si X rst d clroiLc de ra\.c clcs jk? on diua A — o, cl ci'tlc 
expicssion se rcduira a 


\/ TU'J 


COS 




S’ll esl a gauche, on aura el rcxpressiou clc- 

vicndia 


e M / — cos 
\/ 'izx 


X H f 




All moycn clcs relations (i4) ( 17 ) hcul a Ij 

el cette dernicrc inliSgiale a el , on Lrouvera do memo 
la valenr approclice de 

217 Les deux valeurs asympLotiques tiouvees ci-dcssus 
pour Jyi(x) coincident si n cst la moilic d’un nombre entier 

Soil, cn cffel, n = in -h - Elies se I'cduiscnt a 




i / cos 

-r — (/7^ -i- I ) *■ 

2 

V TT l? 


D’aillcui's, dans cc cas, Ics dcveloppcnienls Irouvcs pour II 
et se linutcionl d’eux-mcmes , le dcrnicr terinc cHanl 
ccliii on fj' J1 ct III seront done dcs polyndmes entiers 

cn de degre tn ct conjuguds, dont le premier icrmo 


csi r(m 

) 



3oit 




ri 

-V{m) 

j 1-ai h 

X 

( ^ y^~\ 

J 

Hi 

--.V{ni) 

i 

I — a. — -1- 

a) 

4- ( ~ r )'”«,« ( 

f 

Cou)s, III 




i8 , 
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Les aiiLres foimules donneni pour n = 7?2 +- j 


13 — -£ 7 / 7:511 


m 

e ~ 


1 / V 


I''-'*; 

/ — • r , .A \ 

. 1 )‘-.t-IT,<AT-')' 


oil, cn suLsliluanlles valeurs de 11, H|, 

L aJV r 

V Tta; ) r u1/ _ct, ^ ^ 

I L 2JV / 

218 M Kummer a monlr^ que I’midgralc giin^rale de I’e- 
quation 

y 

s’e\prime par des inldgi'aleS dcfinics mnUiples, 

Son, poui fixer les iddes, p = 3. Posons, pour abr^ger, 


a z=: e j X =r e” 






: U^oa) X, 


rQUAUO^S HiNrAHUS. 


riT'-Anr X, 


2p 


i2[, pni snitc, 
0 1 


a~ ^.«“2 




, 5 j~’ 5 /‘ //«-3 ^ _|_ ^-. 2 A ^ ^ 


IZl. //«- J QJ- 2 A jy 

an’ 


(R 

(h 


H- /nr 2 


t; > (R , 


~Z_ — p «—2 


dtv 


2 /t. »/rt — 2 




• a”^‘ r- (r* 


(R 

di/ 


(R 
dr ^ 


T^inr^l 


fiUegions cetic c'cjualion par lapporl a u, (>, (p, Jc o ii co, 

CL posons 

j/^ —iSm’^Ouhiclrdfr ^ 

n viencha 

Mo, M^i, Mj dcbignanl Ics iiiLcgrales 
Mp - S w" '5(}«-“2 
I\Ii r - S 2d'' ' - dudrdfVf 


(R 


Mg r-z S fp diidrdn>, 
ou 


Ces inLcgrales sonl dcs coiislanLes ind^pcndanies de x e( do 
A , car SI, dans la premiere, par exemple, on mt6gre d’abord 
parrapporl a <p, on auia 


f 


dX I- f''* 
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d’ou 
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M, 


/ ■ 

•^0 *^u 


ji- — const 


De mencie pour , j\J 2 
Posons maiutcnaut 

r = ci„7„-i- -hC„_iy„-, 

Cette expression salisfcia a I’ctjuatiou 
d‘-^v 


dx^ 


■ x'^y rz: ao ”h X “1“ Gi .r-, 


SI ron etabhtentre les conslanlcs C Ics Irois relations 

a,, 

— Mi2a~^^*-G4 r a,, 

/. C4 

II lestera encoic n — 3 consLanLcs arbilraucs. Oa <uua 
done ainsi rmtegiale gcneralc 


V — Equations de M Picard 


210 Soil 

, . d’^ y c/" y 

une ecjualion diffcienUelle lin6airc dont Ics roi'rilcierUs- 
soienl des foncLionb cllipLiques d(‘ u, aux periodes 'xo, cl 
2 0)2 Supposons qne ses inldgralcs soicni tini formes, camIoiU 
'll est aise de s'assurer en Ics ddvcloppanl cn sebaes Nous 
aliens donnei le moyen dc' Ics diHermmer 
Soient cpi (;^), sysL^mc do n iiUegralcs in- 

dependantes Si nous cbangcons a cn u + aoi,, rc^qiiatiou 
Iransfoimee, laquelle est idcnlique k Pcqualion primitive, 
admettra comme systeme d’mt^grales mcUpendanlcs 


Hr 2a)i), . , --I- 2Wi), 
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Ces nouvelles foncLions seioul done liecs aux inLegralcs pri- 
mitives poT dcs lelaLions lineanes dc la ioime 

Ics c clanl des consLanLcb doiiL Ic dcleunuianl nVst pas mil. 

he changeineni de u en z^-|-2c0i dans Ics inLcgiales 
cpi, . , Oji levicnL done a operer sur ces inlegiales line 

siibstUiiLion Imunie, qiie nous dcsigncrons pai S, 

On yeriaiL dc mcine que Je cliangemcnL de a on -p 20)2 
eqiiivaut a Line aulie siibsLiLiiLion lineaue S' 

Enfin le cbapgcment dc u on p- o) , -p o oio eqnivaudra 
a operer snccessivcmcnl la siibsLUiUion S sinvie de la subsLi- 
tnlion oil la subsLilntion S', smvie de S Les deux opera- 
tions S el S' saLisfeiont done a la relation 

( 2 ) SS'-~iS'S 

220 Pioposons-nolis dc simplifier I’expression des subsLi- 
tulions S cl S' cn rcniplai^anl , cp,^ par un autre sys- 

lenie d’uiLegialcs indepcndantcs 

Soil s I’line des racin^^ de rcquation caract^iistiquc dc S , 
il existera des mtcgialcs quo S miiltiplie par 5, soientjy, 
r', . celles de ccs intcgralcs qiii sent dislincLcs. La forme 

g^neralc des iiiLcgralcs qin joiiissent de cetlc proprietc sera 

(/y 4 « , 

SoitY Id foil cLion quo S' fait siiccckler ky^ SS' remplaccra 
y-psiv sY , S'S doit produire le m^xne resiiltat, or S' 1 em- 
place y par Y, done S doU transformer Y en ^Y, done Y 
est de la forme ajrH- c^'y'p- . 

La substitution S' xcmplacant amsi cliacune des intd- 
grales jp j/', . . par line (onction Im^aire de ccs m^mes in- 
legrales, il existera au moms unc fonction ]in 6 aire de ces 
intdgralcs que S' miiltipbc pai unc constantc 5'. 

Nous avons done prouvd qubl existe au moms unc intd- 
giale cc quo S et S' multi plient rcspectivemcnt par des con- 
stanle '3 s cl 5'. 
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221 Nous allons deiuontiei qu’on pent ddloxmiuci un 
sysLcme d’mtegiaies indepcndanLcs 

/iij 5 /21) > >^2,/) ’ yxi) 3 

-^11) 3 *^213 3 3 t ' "j; /// , 3 

3 3 3 3 3 3 3 5 } 3 

tel que les deux subsLituLions S, S' prenneuL la ioimo bin- 
\ante 




fl/n 

3 /iA, 

'lyi/.. 

3 ‘^J ( J/A ” 1 ” Y,/. ), 


1S = 

-lA) 

3 

'a- iAj 

3 *» > ( ■“t** Z,/, ), 

( 3 ) ' 

' 

1 8' = 

3 

/lA) 

y yifcj 

3 

tA, 

3 

3 ** 1 (y^ A “"H ^ 3 / ) j 



3 

3 

3 3 

t' - 

’ 2 1 A 3 

3 

1 ^2 (yn. H- ZJ;, ), 

3 3 


9i, s \ , S 2 ^ s\, . etant des couples dc coiislanles ddleienls, 

YzA) Y'^ des fonctions lincaircs dc celles ' des miegridrs y 
dout le premier indice esL Z^/^, Z'/^ des foucUonsli- 

ueaires de celles des inLegrales z doriL lo prcmici indice csL 
< etc 

Cette proposition etant supposec viaic pour les substitu- 
tions a moms de 7 i variables, nous allons monlrcr qu’cll(‘ 
bubsiste poiii deux subslitiitions S, S' a n variables 

On a vu qu’il existe au moms unc integrale x que S el S' 
multiphent respectivement pai des constantes 9, s' lin la 
prenant pour integrale indepcridantc a la place d’une des m- 
tegrales primitives, telle que <p,/, S cl S' prondron tics formes 
suivantes 

s — I a '1*1 -H a I X, , -I- r, ,? ,r |, 

S'— I '?!, , it 'I*', rt'i V, , -I- ,r, a'j I, 

les diverses quantiles <E>, <E>' dtanl des fonclion'? Imeaires dc 

cp^ , . * , 

Designons par S, S' les substiitulions a n — i variables 

4>'i, 
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L’cgalile Sb' S'S cnLiainera ovideinment la buivanle 

h ' s 

On poixria done, eii appliquaiiL Ic theoreme a ces subsli- 
tiitions, Icb meUre sous la lorme (3) Le mdinc cliangement 
d’mtegiales indepcndantcb, applique a S, S', Ics mettra cvi- 



dcmmenl 

SOUb 

la forme 



y i/i- 7 7 

yik 7 


’ (/iA + Yja) -I" 


^ 1 5 1 


~l~’ ^^l/i *^5 

> -y- l^ik) \~^hh ^7 

, 3 


X 


}>X 



) lA^ ? 

yiK^ 

^ ly \k'~y~ ^ \k^ 7 


S' = 

•* 1 '1 ? j 

j 

3 

5 2 j[ A ^ 1 A ^ ) 

• ^ j 

1 'j (^<4 1 ' ^i/i) I" '^j/, > 

3 


L 


s' X 



Prenons pour integrates independanlcb, an lieu dcs y, Icb 
binvantes 

les substitutions S, S' conbcivcront la loime piecedente, 
sauf le cliangement do 

en (s — “-‘SiA,/, -hC/A, 

Ai/i, A'^ etant ce que deviennent Y'/,, quand on y rem- 
place lesjy par les a correspondanls 

Gela pose, si on poj.irra cSvidcnimenl disposer dcs a 

de manieie a (an e disparaitre tons les coefficients Lgs 
coefficients dispaiaitront d’ailleurs en mcme temps, en 
vertu dc F^galite SS':= S'S figalons en effcl ics cocfficicnls 
de ^ dans les expressions que SS' cl S'S font buccddci a ? 
il vicndra 

(4 ) {^’ik + C/a) C^a) h 

C/A5 ^lant ce que deviennent rcspeciivcmenl Y'^ 
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loi-squ'da yi emplace les j/ par Ics c 011 par Ics c' coirespon- 
Jants Si les sonL mils, ccs relations sc recliiiscnl a la 
foime 

Ces equations sent lineanes ct homogenes pai rapporl 
auxcjyr, et leiu dclerininanl, ctant uiic puissance do 5, —5, 
n’est pas mil. Elies ne peiivent done otre salisfailes qiie si 
les sont tons mils 

on poiiria de merne laire dispaiailrc les et 
les lelations (i) monlrcnt quo les Cijt disparailront en memc 
temps 

Si done le coaplc de constantes 5, / ne sc confond avee 
aucun des couples 5,, s \ , S2, , on poiirra fane dis- 

paiailie tons les coefficients c^a, c'a ? • , cl S, S' 

seiont ramenees ala loime reqiusc , aux divcrses classes d’ln- 
tegrales r, viendra sculeraent se joindre line classe 

nonvelle, formee de la senle inte^rale Soit, au contraire 
j 5^™ s \ , on pouuafairc disparaitic les coefficients 
, et Ton n’auia qu’a poser Ci/^ = Wik, s\ 
poui lamener S et S' a la foi^me rcqiiise, la nonvelle mte- 
i^rale x rentrant ici dans la categoric des mlegralcs yu? 
appartiennent a la classe des y et ont I’unitd pour prcmiei 
indice 

222 Admettons done qiic les intdgralcs indepcndanles 
aicnt etc choisies de mani^rc k ramener les substitutions S, 
S' a la lorme ( 3 ) Considerons en parhculicr unc des classes 
lormees par ces mt^grales, telle quo • ? yiA? * * Le 

changement de u en 2 o), ou u 2 toa leur fera <5proiiver 
les substitutions parti elles 

(5) I ) b Y^a), I, 

{cr^ = lyiA, ,y,A, , s\yun ) < 'H . 1, 

lesquelles devront 6videmment satisfaii'e k la relation 

(6 ) cr^a 


4 
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On a, par definition, 




« 


/m 

i/i Yl/ti) 








//HI 


la somnialion s’etenclanL a louLcs Ics valcms da premier in- 
dice I qiii sont et aiix diverses valeiirs de ;?? coirespon- 
dant a chacune de ces valcuis dc I 

On A'oil ai semen I que cro-^ i emplace ea general yif, pai 




1 M 


r ,4 HY,,+Y;,-h2; {<Ty 






/m yvi 


la sommaLion par rappoiL a dY s’clendant au\ valcuis dc 
P mlerieures a / et aax valours coiicspondanlcs de 7;/ 

La subsliliition cr^ orcmplacera ;j'’;4par ime cxpiession ana- 
logue, ou les coefficients a 0.1 b scronl permutes 

Ces deii\ expiessions doivenl etre identiqucs, eii vcrlu 
de (6), Ell egalant les coefficients dcs Lermes cn , on 
am a les lelations 



la sommation s’etendant a toutes les valeurs dc I qiii soul 
<; i et et aiix valeurs coircspondantcs de m 

223 Recipioquement, soicnt cr, o’' deux siibstiln Lions dc 
la forme ( 5 ) et satisfaisant i\ la relation (6) ou aiix condi- 
tions equivalentcs (7) Nous allons montier qu’on pen( 
oonstruire des fonctK)ns^^ , , , , , jk/A qm siibissent ces sub- 
stitutions lorsqidon accroit la variable a de 20)4 011 de 2(02, 
et nous deteimineions la forme la plus gdndrale de ccs fonc- 
tions 

Cbnsideions a cet clTetla fonclion doublemcnt periodique 
de seconde espbee 

Elle admet les multiplicatcnrs 
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qui se icdaiionL lespccUveoienl a 9^, s',, si I’on thnerniinc 
a par les equations 

2o>i /; -h 2 /)i <7 " logAi, 

2 0)2 h -1- 2 a r-r log s'j 

On pent toLijoiirs \ salisfaiic, le d e term man t 

2 0 )i 2 7)2 — 2 0)2 

ctant egal a ±: 2TCi 
Po&ons 

ya 

Lorsqu’on accioitra u de 20), 011 de 2(i)oj Ics noiiv<?llos fonc- 
tions Xik subiront les transfoi mations 

(t) I >^1/17 1 ^//l 3 1 I K ^ ( 111 h 

(tO 1 3 ^l/i 3 J 1 “^ |) 

XiA, X'^ etant ce qxie de'viennent lorsqu’on y icm-- 

place lesjKiA pai 1<3S Xik> Los substitutions t, t' scronf echan- 
geables entre elles 

II reste a obtenir I’expression des fonctions x\i^ 

224 Pour cela considerons I’exprcssion 
cp ( j zz: jnu + ? a 

Lorsque a s’accrok do 2io^ ou de 2102, elle subit des ac- 
croissements 

Acp — 2t0i/n 4 “ 2Y)i;? 2^, A^cp .-z: 2t02m 4- 27)2 

En choisissant convenablement les constantes on 

pourra obtenir 

i'" Une fonction u m\^u dont les accroisso- 

ments respectifs AfXij soient 1 etc, 

2® Une fonotion = m2 + /n!, a dont les accroissc- 
ments Ap'^, A'p'^ soient 0 et i. 
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Posons plus ^cueialciiK^nt 

ijh ' - ^-'-0^ 

^ 10 1 ^ 

, r _ (Pr- 

' ‘ I a t'" ■ “ 

Nous aurons cvidemmcnl 

(|J.,-hT)pi (pi ^H-o) 

^ ' I i 

Pi(Pi -0 ((^1 ^H-0 

A(x; “ o, 

av,“o, a'p; ^-p;_,, 

et ces foimules subsisLei^onL pour i - -i, si Pon convionl do 
poser 

Po- Po "--I 

Tout poljnome enlici P cn ja', considere commo 
fonctiondc p.' ,peulevidemmenlse mclLred'unc seule manic' ro 
sous la forme 

A y p ,) -j- A 1 p j -I- , 

les A eLant des poijnomes cu clonL clxacua pourra h sou 
lour se meUre d’nnc scale mauieie sous la forme 

Le polynome P poiura done se mctLrc d’une seule maniero, 
sous la forme 

^13/; IhlAt 

225 Ces pidliminaires posAs, nou§ allons cublir qu’ii 
cxiste des fonclions ota C|ai subissenL rcspecLivcment les 
Lransformations (t), ('r')loisquc augmenlc de 2 to, ou de 
2 tOi; ct qu’clles onl pour lorme gen^rale 

1 ^ 14 ? 

? 

OUt le H , 4 4 - S lli,^ , 






troisiNie par hi- 
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les H clesignanL cks fonclioiis ellipliqiies aibiLiaires el ]cs 
des polynomcs d’oulie ^ — / cn jXi, et cnliercmcnl 
deLeiiTiines, la bonimaLion s'dlcndanl d’aiJlcms a loiUes les 
valeuis de Zinfciicin a ? el aiix divciscs valoius de m coiics- 
pondanlcs a cliacunc d ’el les 

On voiL tout d’abord qiie les ionctions Tia, rcslanl 
inalteices, sont dea fonctions cllqiliques, idles (|uc 

Supposons done qii’on ait eonsliuil, dc piodic en ])ioche, 
loutes celles des foiiclions dont Ic picmiei indice csl 
niomdre que X, ct qa’cllcs aicnt la forme annoncce Nous 
aurons, pour conLinuei bopeiation, a (oustruirc des 1‘onc- 
lions xik qwe le changemcnt dc u eu 2 ti)^ ou u -}t- owo 
transforme lespectivement en 

Xaa, 

Substituons anx fonctions Xii^ qui iigurenl dans Xxa? 
leurs valenis de]a deleiminecs , il viendra 

Q>/o etant des polynomcs cn pi, |x , , lesquels deperw 
dent Imeaiiemcnt des coefficienls de X)a, X)a, soinmalion 
s’etendant d’ailleurs a tons les systemcs de vaieiirs de /, m 
poui lesquels /<; X 

Les substitutions 'tt' et transfoimicnl respcctivemcnl xy, 
en 

^>4-hX;ah*^X)a-s- S'Xm 

et en 

-h XxA “h X^4 -h oXxa> 

o^XxA designant raccioisscment quo subitXxA par la substi- 
tution 8 X)a celui que subit X^a par la subslitulion t 
D’ ailleuis en appliquanl ces snbsUtiUions mix fonctions 
deja construites, ou aux quantitds X^a, Xxa qui en sont des 
fonctions lineaiies, onobtient, pai hypothdsc, Ic indine rdsui- 
tat qu’en changeant u en u -[- 2 ou u 2 0 ) 2 ; on aura done 

8XiA::r: AX^a AS 11,,, 
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Les fonctions ellipUqucs elant aibiliaircs, I’dgaliLc 
cle CCS deux expressions cxigcra cjiie Ton ail pour loul sjs- 
temc de valems dc m oii / " 

^'Q(r 

Oi SI Ton mcl les polynomes Qi"', Q'//“ sons la fomio 


Q'f= SB,, (;,h;, 
Qm"— 


(/ -h/'<=X-- 1-- /), 


on aura, en veilu cles iclalions (cS), 




Ces deux expressions devant dire ideuUqucs, on aui'a les 
equations de condition 

( 9 ) “'I'', ,-i 

Celd pose, on pouria dt leimiiier mi poljnomc d’ordic X — I 
cn a,, p', 

P$»z=-sc„ (r + /'<-X 0 , 

tel que ses variations 

AP,v --,sc,,'|i,.,,i;„ 

A' i{;r-.sr,„'p, 

se reJuisenL rcspcctivemcnl a Qxa^S <^ar ccs deux iden- 
uficaLion') donncnl les equations dc condilion 

qiu sonl compaUblcs, en vertu dcs relations (9) 

Posons mamlcnant 


“ ” ^Xk ll-Zw 

Le changcmcnl de cn^A + 2t0| accroilra cetle expression de 

AexA + S ^ I'W 

rr APxaH” ‘ 


% 
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pt cclui de ii cn I’accroilia dc meine de 

Pour que Ja foncLion ol\i salisfasse aux coadiLions lequiscs, 

il sera done nccessaixc el suflisanl que Ton ail 

Ar> 4 ~o, — o, 

ce qui expiime que (<’>a cst une loncLion clhplique llx/,, d’ail- 
leurs arbitiaiie 

226 . Les inlcgialesy^/j soni done dc la forme 
7a:^G(z/)[Ib,H-SPffI4,], 


Mais les conslantes a, h el Ics foneUons ellipliques H nc 
sont pas encoie eonnues 1 ) s’agit dc les dcLciminei. 

Le piocede qui nous a permis dc rceonnaitrc que I’lnLe- 
giale generale etait umforme nous afouini la posiljonde ses 
poles c, cl^ et leuis ordi'cs dc mulliplieile y, 5 , 

D’autre pait, la lonction a im seul p 61 c a (lequcl 

dispaiaitia meme si a ™ o, auquel cas G{u) sc rdduil a une 
exponcntielle). 

Enfin les fonctions p,^ , p.' qm figurenl dans les polj- 
n6mes P admettent le pole simple it=zo 
Les loncLions 


auront done les p 61 es , * el le p 6 ]e inconnu — a, avec 
des oidres de multipliciL^ au plus dgaux ^ y, 8 , . , i, ct 

les fonctions 


pourront admettre, en ouliej le p 61 e avec iin oidrc 

de multiplicity au plus ^gal k i (car si cela esl vrai pour les 
lonctions dont le premier indice est < a, u = o sera d'un 
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oidre de mullipliciLc I pom cLd’oidic ? — / poiu le po- 
Ijnome qiii esL d’ordic i — / cn p'J 

On am a done, par la decomposUion on fraclions sim- 
j)lcs, 

I1.A= C]jMu-c) i I 

c) 1 - d) 

~-\~ 

<ivcc la condition 


0^4 ~\r D//, -1 -H A — 0« 

Les Loimcs de la dcrmcre ligne peuvent ctre liansrounes 
comme il suit 
Posons 

On aura 




- a;a 




r j'j' (/ ■ 


‘ p' a' 


2 pa --pa 


‘ P^4 


Pat sidle de celLc Uansloimalion, la constante inconnite a 
no (jgixrera plus dans JI^/, quo dans Ics cortiLmaisons pa, p^a. 


227 11 nc leslc plus d’lnconnu quo Ics conslantcs a, b, 
^ On l{*s oblicndra par la mdthode dcs coelfi- 
eients jnddtermincs, en subsUiuanL les valcurs ci-dessiis des 
inLegralcs dans I’dquarion dilT6renlielle 
Clicrchons d’abord cclles de ccb inL6grale^ 

7i/. ■"”G(«4)1 Ii/„ 

dont le premier indice est i el qui, par suite, sont double- 
meat p^riodiquos do seconde esp^cc. II en existe Loujours^ 
comme nous I’avons vli 
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On a, en pieiiant la dcnvee logarilUmiciac de Ci(t/), 


G{u) 


tl{ti -h a) — Kti + b. 


— la 


p/ II — p^^ 
1 ^- 


-hb 


G’est une fonction ellipliquc ou a el b ne liguieril que 
dans les combinaisonfa ’C.a -h b := pa el pUt Dcsj^nons-luj 
pour abreger, pai I 
On aura 


- G(I1'., -!- H G'(li;, - 1 - in,;,) 

- Gr(H',A-h 111,4)'+ 1(11',/. -hiir.ai 


On \oit done que le lesulLat R dc la hubslilulion dej ,4 
dans Tequalion diffeienlielle csl de la (orinc 

GIi:, 

E designanl line fonction c]lipli(|ue d(^pcndant liiu'aiienienl 
des conslantes CJa, 7E^/l, qui ligurenl dans la fonclioii 
elliptique H^4, et lationncllemcnL des quanUles *Ca -i-b^b'^ 
pa, p'a 

Les poles de GE sont les points c, d, avee des ordres 
de muliiplicite an pins egaux a y ~\- n, 5 n, , E pent 
admettie, en outre, le pole simple - ~ a, (pi csl an zero de G 
Le nombie total des poles de E ne pen! done surjiassei 
Y-b n - 1 - 0 -I- n -h ~h I Si done nous <’xpriuions que cetle 
fonction a des zeros en nombre supeiiour ce cliillre, nous 
saurons qu’elle esl idenliqucmcnt mille, el quo est uiie 
inlegiale 

Nous pourions, par cxemple, d^tdopper^ K siavaiit i(‘s 
puissances croissantes de u, et (Sgaler a les coefiioiontb 
des diverses puissances, jusqu’a Celle d’ordre 

/ “f-v/i -f- p -I- -f. , I 
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jnclasivemcnt Les equal ions de conch Lion ainsi ohleniu's 
loiinenL un sjsleme siuabondanl , mais nous stivous n pnoi t 
qidil a des soluLioiis 

Ces equations sont liooaircb ct liomogenes pai lapporl .1 
, L^/,, raLionnelles par ra])])OjL a //, jic/, jiV/ 
deinieies qiianCiLes soronl done dc'lernnihnM's pai d<'s ('qinUions 
dlgebiiques, au\.q(icllcs on dcvrajoiudrc l’c(|uaLion com, mo 

— ^>2pr/- A") 

Une fois pa^ l> delci mines, on mi dednira, par l<‘s 
precedes connus, < 7 , el cufin h //— milin, I(*s 
s’expiirnent cn foncLion Jineaiie <U liomogenc 
d’un Oil plusicurs d’cnlic cu\, qiii reslcroiiL arhilraires 

Si le nombic total des solutions troiiyecs (‘^1 egal a I’ordr(‘ n 
de Tequation, ce qui scia le cas Ic plus liabituel, leur com- 
binaison doniicra rinlegiale gencrale, dans Ic (as cmntraiK^ 
il faiidra dctciinmei dc nonvelles mtegial(‘s 

228 Siipposons que nons ayons consUnii lontes cellos des 
intcgialcs . , dont le picinier jiidici^ cst < X, 

et determine Ics lonclions lindanes eorresjiondanle 
Y;;^, . . Ghcrclions a dcteiminer les mtdgrales jy, (shl eii 

existe) ct les foncUons coirespondantcs Y)/,, 

On a 

yu- G(II„-i-sr{5:‘l[„„), 
oil loul esiconnu, sauf Ics cocfficienls iDddlenninds 
Gxt ) j I'X/f) 

dont depend Hxa, ct Ics cocfficienls de Yxa, Y^^,>dont Ics 
polynomes dependent Iineairemcnt. 

SuLslitnons celLe cxpicssion dans rdqnalion dilTdrcnliclIc 
Le rdsullal sera de la forme GExa, Exa dlanl une foncUon 
aisee h oblcmr par Ja diftdrenUation ofcteUo ejue la somnie 
des ordres de mnluplic)td> de ses pdles no surpassc pas 
. Ht-i. D’ailleurs , cellc foiiction est 
elliplique Eu cffcl, changeons wen a4«2co, II csl dvidcra- 
J — Couis, III. 


>9 
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luent indiffcient dc (aiie ccUc opcialion Siu yxA avaiit de le 
substitiier dans reqiialion diffeienliclle ou dc la fairc dans lo 
lesiiliatdc la substilution Danble picmicr cas, on change 
en + Yx/,); ely coinme csl imc foncLion Imraiio 

des mlcgiales deja Liouvces, Ic icsiiUal de la subsliUuion de 
cette noiivelle evpicssion sc reduha a Si GExa Done GExa 
icproduit, mnUipbe pai Sj, quand on change u cn u H- , 
G ]oiussant de cetle nieme piopnetr, Exa nc seia pas alteiv 

On veira de memo qu’oii nc Falleic pas cn changcaol u en 

Z/ -h SCOo 

I] sLiffiia done, poiii annulei Exa? d’expnmer qu’cllc admet 
])lns de p + -h Y + ” 1 “ + ^ zcios On obUcnl ainsi iin 

sjsteme d’eqiialions lincaiics cl hoinogcncs pour determiner 
Ics coefficients inconnus Si ce syslOnc csl co]nj)alible, on 
obtiendra des intcgiales dc rcspccc cheichcc Sinon, on sera 
assiue qne la classe des inlegrales 19 a cnliercmenl cpxiisce, 
el I’on feia une recherche analogue series aulres classes dbn 
tegrales On finira nccessairement par oblenir un sjstcmc 
de n inLegrales disLincles 

229 Paimi les dqiialions qui rcnlrcnl dans le type consx- 
dere ci-dcssus se Iroiive Tcqualion dc Lamd 

T 

_ __ [;i t) p U H- O, 

on n est iin entier posUif 

L’lniegiation de cclte equation par M. Ilcrinitc a eld le 
point de depart dc la theorie precddcntc 

Les mtcgrales n^ont aux pdriodesprds qu’im point critu|ue 
u=zOj aux environs duquel dies sont rdgiilidres. 

L’equation ddterminanle est 

F(/) = /(a — i) — 

Ses deu\iacines, — n ct /z-p-i sont Tune paire ct I’autre 
impaiie, Soil/'l’une d’elles, on aura une solution dc la forme 

4- stj -H ... 
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Substitiions ce dcvcloppemciit de amsj qiic cclui dcp?/ 

p W zz: ™ c, It*' 4- 

et dgalonb a zero le coefficient dii Lermc en nous aiuons 

la formule icciincnle 

F ( /* 4 ” 2 (x -1 — 2 ) ^ — 71 ( /i -|— 1 ) (Cj -f- Cg 4“ • )“~Oj 

doiit I’application ne pent donner lieu a aucune djAicullc, 
F(/ + 2 [a4- 2) n’clanl jamais nnl 
Les deux inlegialcs paiticulieies ainsi oLtoniies sont dis- 
tmetes, car Tune est paire et raiUie impaiie Lbntegralc gc- 
nerale resultant de leur combmaison sera uniformc et am a 
un pole d’ordre n au point 11 = 0 

Nous allons calculci cefte mtegiale dans Ic cas Ic plus 
simple, celui ou ” i L’ccpiation se reduit a 

cP X 

Ellc admet dcs inlegralcs peiiodiqiics de sccondc esp('‘cc 
/^GIT 

La fonction H n’adincl plus le p 6 le u = 0, qui est ddj^ uu 
pole pour G, elle nc pouiiait done admettre que le seal pule 
simple w = — a, mais cela est impossible, elle sc leduit done 
a line constante cl nous pouvons la supposer ('*galc a rumte. 
Nous aurons done au moms une mt( 5 grale de la forme 

^ a a 

On a 

e'^^rz: I ~h h. , 

2 

Gr( 77 4-a) cra4~ 


2 
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2^2 

d’ou le cleveloppenient 
¥ 

y — M, -r M: ~h M , _1_ 


en posant, pour abregei, 

M rr:; o'^j Mq = 

Ml — - - l^'cra + dcj'a ~ a'^a, 
2 2 

rP} 2M 

H-qMoH 

U'^ 


dip 


On a enfin 


2-pU~y- Ii: 


> A 4 - 2 6 i ^h 


SubsLitnons ces valeuis dans I’oqualion 
Le resiillaL sera line foncUon doiiblomcnl pcnodique de 
seconde espece qiii ne pent avoir de pole (aux periodcs pres) 
qiie poui a Si nous eApiiinons c[uclcs coefficients dcs 

puissances negatives de u cl le Lermc conslanl s’anniilcnl, la 
ionction, n’ayantplus dcp61e,mais ayanl un z 6 io, seranulle. 
On oblienl ainsi les equations suivantcs 


2]\I“2M =0, 2 Mo”' 0, 

AM 4- 2 Ml O, 2 M 2 — 2 Mg — A Mq i z 0, 


qui se reduisenl aux deux suivanles 

0 — Mo = A or a 4 -; a' < 7 , 

o AM 4 - 2 Ml ™ A cr <7 H- A- 4 - o b a' a 4™ 


d’ou 


et 


ou 


7 y 

t,a 

C7(jj 


0 = Aora — 

a- a a a ' 


<ja 


■ H~ cr"(2, 


cr a 
era 


,pa. 


Cette derni^re dqualion donne pour la constantc a deux 
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valeurs egales el contraires a cl — auxqaclles corres- 
pondent pour b deux valeurs egales et conlrairesj — 
el Nous avons done, en general, deux solutions parti- 

culieres distinctes 




a(u -\~ a) 

— } 

au 




a{u — a) 


a et — a etant les racines de I’eqaalion Uansccndanle 

■pa^zh 

230 Si h est egal a I’linc dcs quanlites ^ 2 ? par 

exemple a les deux lacincs az=z (l)^ et — — toi sonl 

6gales aux periodes pics, et les deux solutions parliculieres 
ne sont pas Imeaireinciit distinctes, mais se icdiusent a la 
solution unique 

<s a 


(laquelle ne difl'^ie de <j\qCI que parle factciu constant o'toi) 
Poui obtenii, dans Ce cas, la sccondc sdlulion qui nous 
est necessaiie, supposons qiic A, au lieu d’etre egal a C|, en 
sou infinimcnt voism. L’cqiiation pr/ =:;= h admettra les dc'ux 
I'acmcs aiiM-e et c^)^ — e, nous auions done les deux inte- 
giales 






1- CO I 
It 


e) 




ar(?/ tOi - e) 

<su 


Leur conibmaison domic rintegralc -b dont il est ais6 

de trouver la limite pour e o. 

Oil a, on cfFel, 

^ 5 ) ^ i 0 | -f- e V (Oj , 

0 i — £Ci H- , 

~ ECi -H ), 

C7(i/ -h coj -h e) <y{u H- C0| ) -h bq’{u H- tOj ) -h 
— cr(/^ -j- o)i)(i -h zt;,(u -H coj -I- 
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d’ou 

^1 

To s’obticnclra cn chanccanL le si'cne de e, ^ ^ aura cvi- 

2 e 

dcmment pour Imiile 

e- V‘ [ ^( « -1- coO H- e. aj 

Ce seia la secoiide soluLion clicrclidc 

231 Glicrclions encore dans quel cas rcqualion cic Lame 
admet comme jnLcgrale une fonclion cllipuque M(j^) atx\ 
[)Ciiodes 4 et 4 ^2 

L’equation n’clant pas allciee par le changement de u en 
~ z^J u + 2(0^, u -H 2tOg, adnietlra aubsi comme solution Ics 
fonctions elliptiques M( — u)^ M(zzH-o wO, M(«Hh atOo) 
Mais ces noiivcllcs integralcs ne peuven Loire Iineuircmcrtt dis- 
linctes de M(m), cai TmLcgralc generalc dcl’equaLion nepeut 
etre elliptiqiie, puisquc, parnu los nitegralcb particnheics, il 
en estiineqiii cst une fonclion cnlidrc s’annulant pour z^ = o 
On am a done 

M(— u) z=zcli{u), M(zz-~h 2 t 0 i) — c,M(w), 

M( w -h 20^2) =: C 2 M(Z/), 

, c, , C2 elatit des consLanles D’aillcm s, en diangcant encore 
une fois u en — zz, ii -q- 2c^)^ on u H- 2010, on voU qu’on ain’a 
c — dri, c^=:=±:I, C2=^±:i 
On pourra done eerne 

M(zz) — NP, 

N designant Tune des liuit expressions 

(dontle clioixd^pendradessignesde c, c^, Cj) elPune fonc- 
tion elliptique pane, aux p^iiodes aw, el awj, et n’ayanL de 
pole que pour u = o ce sera done un polyndme entier en p u. 


TROISitME PARTIE — CRAPITRE II 


+ 0)1) 


i-l-E[(:(H4-wi)-i-e,«)+ ]}. 



t QUA I IONS LINlfeAmrS, 

il csL ciisc dc loiiiici Jgs dclivccs siiccc&sivcs d uno < \pic.s 
Sion dc celle forme On a, cii oflctj 

Ql^U-^-pU — cr^Q // C7po w CTyo “ - J') 


et, pai siule, 


— II, NNr^ 


n desi^iianl an polynomo enlicr en (/, eL Ic ])rodiiil rom- 
plemeiiLaiic dc N ioiinc par ccii\ dcs faclcuis gTj^o u N nc 
con Lien I pas. 

On auia, pal suite. 


cm _ nap' ll 
du ““ ?N 
d]^ p eJN _ 
du du 


rr-n'N„ 
-I NP'jl'?,', 


r — (H'P i aU]")Ni 


r^,p 




P( elant un pol)uomo en pi/ 
Ou iiouvci'd clc nienic 


rf^NP _ 

d,/^' -'da ■’ 

P2 dtant encore un [)ol\iiume cii p// < 

Le lesuilal dc la bubsUluLion dc Nl' dan*) ]’c([naUon do 
Lame eci’a done dc la forme 


OU Q esL un polynomo cniior en qui s'anniilcra idenliquo- 
ment si NP csL line bolulion. 

Soil 

P zzL ajj pl^ a -h ^ a -h . -H 

ct sou k le nombre dcs facLeurs cIq N* Lc premier membre 
sera mfi'ni d’ordre /c 4- 2 p -h a pour = 0 , il on sera dc mOne 
d-Li second Done Q est on polyn6me dc dej^rd p -j- 1, ud ([ue 

I.a comparaibon dcs Vedeurs jinnciptiles domic unmd- 
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diatcmcnt 

™ [(./^ -i- 2 ij. -1- i) (A -h2ij) -- /i{n -h i)l 
Les coefficients sinvants sont cvidemmcnl dc l<i foime 
A|j = Bjj — ha^j, ,Ao=:Bo — 

By, Bo Giant des foiictions lineaircb el liomogeiics 
en ci^jj • 5 cLq* 

L’eqiialion 

A{JL-H1 O 

donneia 

k -h 2 (Ji n 

Les autres equations 

Ay — 0, , Ao o 

fourniiont ensuite les rappoiis dcs mconniics r/y, . , 

leiir dele unman t est mil, cc qiii donnera pour h une equa- 
tion de degre p -h i 

Cela pose, si n est im nonibic pam *>/??, on poiim sup- 
poser /r~o, u = 77 if ce qui donnera -f- 1 valcins admis- 
bibles pour h 

On pOLiira encore ]_)Osei A rr: 2, y^Tz=m — i, cl I’on ob- 
tiendia jn valeurs poui A, soil 3 m valeiirs cn prcuanl suc- 
cessivement pour N les tiois pi od nils de deux lacleurs qu’on 
pent former avec les u 

Le nombie tolal desvaleurs de A, pour lesqucllcs rcqualion 
admet une solution dc la fdi'me desirde, sera done 

m 4 - I -h 3 2 n, h- j 

Si 71 est im noinbre impair d faudra supposei 

/r = I, p rrr 771, d’ou 711 -p I SolullOQSj OU 3(7/7 I ) Cll pi'C- 

nant successivement pour N cliacun des liois {acieurs 
2® OU A" =: 3 , 17 .=: 772 — I , d’oil /?? SolutlOnS 

Le nombre total des valours de /i qia foiumsscnt dcs solu- 
tions de Tespece NP sera done 

3 ( 7?i 4- I ) -H m “ 2 71 »h 1 , 
comme dans le cas precedent. 
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232 M Ilalplicna inonlu' qu’oii pent ramcacr aii\ equa- 
tions de M Picaid Ics equalions 

y 

a coefficienls elliptiqiics, lorsqiio les rapports de lours intc- 
Icgralcs sont dcs lonclions iindoimes 

Soilj on edet, or [’un dcs poles dcs lonclions /Ji, , 
L’equation do tei in manic qiu coucspoiid a ce poml seia 

i) (/ — /I t) H- ar(/ - 1) /i 3) -1- 

a designant le residu dc p\ par rapport an poml 

Les quotients dcs mlegialcs ehmt unifoimes, Ics racmes 
dc ccLle equation diffeicronl les unes dcs aultes de noinbres 
entieis Si done on designe pai i rune d’ellcs/lcur somme 
sera dgale a 

tu ~h e, 

e designant un cnlici 

Mais cel to soniine csl egale a 

11 {n ~ - 1 ) 
o 

On aura done 


Faisons la somme dcs egalilos analogues pour les diver» 
p61cs a conteniis dans un parallelogrammc dc periodes. La 
somme dcs residus a olanL nullc, il vicndra 

/iS/ -“cnuer 

Done S; csl un nombre commensurable. 

Soil m le plus petit enlicr tel qiic la qiiantit<5 


rE 
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SOIL iia entier. Posons 

P=|^C!'^^ n[(T(ji — a)]' 

Si nous cliangeons u cn u-\- 27 ;ito ( 2 to dcsignant line pe- 
node piimitive qiielconque) ^{u — ct) se icpiodiura, inulii- 
plie par 

ct cr^ se reproduiia, miiUiphc pai 


Done P se reprodiiira maUiplie pai 

!Ii]l27;2 0 + W — a)4-27l7jr— 1*2 /]( 1*^ 

e ^ ^ n 

p/ 

cl sa derivee logarithmique *p sera accrue do 


'2 


2 711 f\ > 7 — 2 r\ - 

in 


Done -p est ime fonclion clliplique aux pdnodes 2 /??(i),y 


2 7 ?i to > 


p// p//' 

II en sera de meme de -p-j 


5 en verlu do la loimulc 


rccuiienLe 


Pt^ _ P' 

T ““ F‘ 


Posons mamtenant 

y — ’Ps 

La transform^e en z seia 


-i-piP 


n{n~i) , 

du’^i -1 2 

H- 

+ />sP 
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ctsi nous di VI sons paj P, les coerficients sci'onl des fonclioas 
ollipliqucs au^ pcriodes 2 7?it0o, car 

ineUenL ccs jicuodos 

D’adlcuis, riiiLcgralc gc^ncialc ^ ~ dc ceLle equation est 

iinilormc, Ics points CiJlu[ues do ^ sent i'’ ics poinls 


a -h I toj -1 - 9 7 ?i 2 tOg, , 

pour Icsqucls y et P soul tons deu\ dc la foiino 

(a h 2 77?it.)i-h 2 7??2tO«)' S, 

S dchignanl imc serjc dc puissances cnlicrcs, ccs poinls 
scront done dcs piMcs [)Our i:, 9" si I’cnlici ii es( negalif, les 

zeios dc Icsqucls seiooL aussi dcs poles poui xj 

L’cqiialiou transformec apparluMidia done an type dc 
j\l Picard, saiif (juc l(‘s pcnodcs des cocflicicnls ne sciont 
plus sto^, ‘'tOj, inais 2/7icOi, 
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iriOISlfeMF PARTir 


uivniiir III 


GIIAPfTRE III 

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 


L — Notions prelimmaires. 


233 Tout systcme d’(§qnaLions aux d(f‘rivces paitielles 
F — o, F< = 0 , cntre dcs variables indcpendanlcs r,, , 

Xji^ des fonclions de ces variables et lears de- 

iivecs jiisqu’a I’ordre p pent etre i emplace par un systcme 
ne contejiant quo dcs denvecs partielles premieres 

En effet, cliaciine des dcrivees pavliellcs d’ordre qui 
figiii ent dans les equations, est, par defiiiilion, la deiivec pre- 
mieie d’unc des denvecs partielles d’oidie p — i, cellcs-ci 
sont des denvecs piemicics dc cellos d’ordre p — 2 , etc Si 
done nous prenons poui inconnucs auvihaircs les denvees 
pailiellcs d’oidie les equations F = o, F^ 0 , . . nc 

conticndionl plus que des denve^es premieres, el il on scia do 
memo des equations qui definissent cbacunc de nos incom 
nues auxiliairos, et qui, jomtes aux pr^cedcnlcs, consUlne- 
ront un vsyslemc evidemmont equivalent au systcme prunilif 
On pent done se bonier a coiisidcrcr les si ernes d ’equa- 
tions simultanees aux derivdes paiiiolles dii premier ordre. II 
est inenic permis de supposcr que les denvecs partielles n\ 
ngurcnl que Im^airemenl, a la condiLum dc jomtlrc aux 
Equations dilTeieiiLiclles ccrlames conditions accessoires, 

Soil en cfleL 


F 





> m 3 


duj 


Ojo,J 


— o, 
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iin semblable sjsteme Picnons pour inconnues aaxilianes 
Ics deiivees paiLielles ^ nous icpiesente- 


10 ns pai 

J pmn Le 

systeme donne equivaudia au 

sill van t 




(,) 

, CSfi , Ui^ 

5 ? Pii) 

) P nin ) — n, 

^ ‘ dx. 

— piu 

OHm 

dx/i 

pmn 


D’ailleurs, pour cpie F, soicnt idenlicpienienl mils, il 
iant el li suffit qii’ils s’aiinulcnl poiu une valeiii paiti- 
ciiliere de la variable jr, , qiie Icins deiivees pai lappoil 
a soient nulles Nous jiourions done leniplacei Ics equa- 
Uonb (i) pai les suiv antes 


(3) 1 

F(e., 

j X fi j Wj , 

J ) Pli} 

pour X\ 

— ^1 ? ct 



i 

^ dF 

dV 

dF 

1 

I 

T 

1 



(4) 

1 

\ 

dV dfu 

d¥ 

1 

dpii dx^ 

H- “h 

^Pmn 


j Pmh ) — ' O, 


^mn 


Or les equations ( 2 ) ct (4) formcnl un systeme d’6qua~ 
tions lineaires, auquei il suffira de joindrc les coixclilions ac- 
cessoires (3) 


234. Un systeme d’equations aiix deriv(5es partielles 

entre variables independantes et m fonctions 

Ui, . • ^ Um sera en ^em^ial incompatible, si le nombie i de 
SOS equations surpass(^ le nombre m des fonctions inconnues. 
Supposons en clTet que les Equations donnees renfermenL 



Zo? 


moisita PAUTii — ciupirKF m 


les derivees pai tidies des fonclions a jubcjii’a i’oidic p Joi- 
gnons a ces equations Icuis derivees paiLicllcs siiccessives 
par lapport aux diverses variables indepenclantcs 11 ariivcia 
necessairement im moment oii le nombie des equations ob- 
tenues surpassera celui des fonclions u el de leuis derivees 
partielles quiy figurent En effet, lorsque nous piciioiis les d(' - 
iivees partielles d’oidie A des equations primitives, nous ob~ 


tenons i 


n{fi 


•i) (/^ H- 

11 k 


k-i) 


equations nouvellcs, d’aiilie 


part, nous mtioduisons comme nouvellcs mconnues les de- 
iivces partielles d’ordie H- A des lonetions dori.1 le 

(/?-h/M~A- i) 

I 2 _ 

* re a 


nombre est m‘ 


Gc nombie seia 


(jj-hA) 

infciieur au piecedent, des qne A commeiicera a salisfairc 


I’lnegalite 


771 


( /? -i-’ A ) ( -h p A — I ) 

{TTTf . . {p -h“A y " 


A paitir de ce moment, le nombie des equations siicces- 
sivcment obtenues cioiliaplus vile que celiii des mconnues 
et finira par le surpassei Eliminanl alois cos mconnues, on 
obticndia une on plusicurs relations (I> = o, = o, 
cnlre les vaiiables ^ 4 , . . , , cclles-ci elanl mdependantes 

par hypothese, on voit que les equations donnecs seiont m~ 
compatibles, a moms que , .. ne soicnl idenli(|uc- 

meiil mils, ce qui donneia aiilant d’equalions de condilioii 
necessaires pom que les equations F|==:o, , Fj=:u 

piiissenl subsister simultanomenl 

238 On voit de la raeme manierc qii’iin sysl^me de r7i 
equations aux ddivees partielles 

1^1 — ^ ^ o 


entre r( , . , et m fonctions Un, , i/m peut cn general 

cue rainene a un systemc d’dcpiations 
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ne conlcnant plus qu’une seulc fonclion inconnue ; car, 
en joignanL aux equations proposccs leiu's dcnvecs partiellcs 
successives, il arrivcra un moment ou le nombre des equa- 
tions obtenucs snrpasscia celui des fonctions , Uj^i et 

de IcLiis dmvees parlicJles L’climmation de ces inconnues 
donnera dc nouvelles equations <I> ™ o, <E>^ = o, . entre 
, Xjn U\ et ses deiivees partielles. 


236. Considerons im systeme d’cquations aux deiivees 
partielles 

b'l — ) I tr:::: O 


cntie les variables independanles et m fonctions 

et soil 7 h Tordie des derivces pailielles les plus 
elevees de la fonclion uj, dans ces equations On pouiia, cn 
remplacant X\^ x,i pai de nouvelles vaiiables indepen- 
danles 






choisir les constantes c, de lelle sortc qiie cliacune des de- 
^ • figure dans les equations Lrans- 


rivces — — 
<?7i* 


df 


formees 

En effet, on aura 


dx, 


d 


Chacune des deiivees partielles des fonctions 
par rapport aux variables . , . , s’exprimcra done li- 
n6airomcnl an moyen des derivdcs partielles du meme ordre 
prises par rapport aux nouvelles variables jKi . 7 yn 

Pobons, pour abreger, 

L\me au moms des equations donn^es , par cxemple 



TROislfMr iHimii: - (laruiu: in- 


Fi-ro, conliendra des (Irrivces j)arucll<‘s tTordre fs 1 *^ 
lone lion U \ , soicnt 


pa\ (/],i jPot'; %,i 


CCS druvccs parUellcs Ladciivcc ^ s('ra do la lornu^ 

(J 


(W, 


^0 /^a'l 1-1, , a„ "! ^ \ i , 


,a« 


Gf, Go, n’dlaiiL pus idonl upiomoiU nuls (*1 ih‘ oonu** 
nanl, ainsi qixc Go, aiK'uni* ddrivoo do Ui d’oidiu* Tj 
Tiansformons ccllc oqnalion par la suhsUluUoa ( 5 ), d 
Yieiidra 


du,, 


1- 






Pfi+l , 


( ^ ' 


/' 

\ 






K 


fii 


,«i+i 

’ll 




-I- IV, 


IV oLanl lineaire pat lapporl au\ donvee*^ parlicllos d’ordn' 
/ ^ - 4 “ r de la lonclion Hij autres quo collo qae nous avons 
mise on evidence 

Les aiilics dmvecs d’ordre /‘i H- i ({ui liguroul dans r(‘\- 
prcssion de donncnl un rcfeullal analogue 
On aura cnlin 


Goi-"” F/i 


Gi ~ Fj 


To, nc conlcnanl los nouvcdlos doi'ivocs parludlcs 


de Hi que jusqu’a Tordre /’i 


V 


On aura donC; pour transforinoc do S r('\pn\ssJon 


dFi 


I- C,u - 


()F, 


Ofn 
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^ ^1 j-rl ^ 

Rne contenanlpas la dmvee -^ —+ 1 D’ailleursle coefficient 
de - --1— nc pent otre ideniiquemenl mil, car, en Fexpri- 


1 M 


dy\ 

mant an moycn dcs aiiciennes yaiiables il devient 


n A n I 


cL comme G^, Go, . nc soiU pas idenliqucment nuls, il nc 
pout cvidcmmcnt s’annnlcr que pom des valcurs particu- 
hexes des cons tan tes c En ayant soin d’eviler ces valem^s, on 
voit qixc 


Cn -r-^ -1~ 
d/t 


-h Cm 


Ofn 


contiendra la ddiivec y ce qui serail evidemment 




i-hi 


d'w/i 


impossible, sx F| ne contenaxt pas la dexivce ’^^ 7 ’ 


237 Nous nous borncrons a consideiei Ic cas on les eqiia- 
lioxis transformees ont pour pi'emicxs mcinbxes des fonclions 


distincles des derivces 






d)' 


En les resolvant 


par rapport a ces derivces, nous pouiions mettre le sysLemc 
sous la forme nonnale 


(6) 


~^7y' 




d/'”* 


= <E> 


wo 


<I>j, , <tv <5tant des fonctxons des variables independantes 

lonctions . , Um et de leixrs ddrivees 
partielles jiisqu’a Tordic , Vm respectivement (celles 

de CCS derivces qiu figiirent aux premiers membies ^tant 
exceptdos). 


TiiioiifcME —Les quantiles y\^ j/z, U\^ , 

> * •• QUi fi^urent dans les fonclions 

ilant traitees comme des varldbles independantc'ix soil 
J — OourSi TIT ao 


3o6 


IROISlfeME PAIITIF 


CHAPITRE III 


, ,6"^, , .b^a,a ) iinsrstemer/ue/- 

conque de valew s de ces va? tables aiix Cfwu ons duqueJ 
<[5,, soient depeloppables par la sej le de 'Fayloi 

Soient d^auti e pai t 

des foncUons quelcoaque^ de ^ m de^eloppahles 

par la sene de Tayloi aiix environs da ^yi^Leme de va- 
lours ao, , ani) telles cn outi e qiie Von ait en ce point 

^0 0 > “7)^“a ^a,a . 


On poul t a detei muier^ et cola d^une settle maniere^ un 
systeme de fonctions U\^ , Um des vai tables 

de^eloppable pai la sene de Tayloi am emu ons du 
point a^j , a^^ et qui satisfasse aux equations (6) ainsi 
qiCaux conditions initiales suwantes 


(7)^ 


diu 


II 

11 


dui , 



pouP 


Cette pioposition fondamentale esL due a Cauchy M”'® de 
K-Owalewska en a donne une demonstration (§lef>ante, quc nous 
aliens repioduue 


238. Consideions tout d’abord le cas oix Ics equations au\ 
denv^es paitielles proposees sont du premier ordre, lindaires 
et homogenes par rappoit auA. dezivecs paitiellos, el ne con- 
tiennent pas les variables mddpcndantes, dc telle sorle quo 
le systeine (6) se leduise a la forme 


.(8) 

(«rrr:l,2 


2jk,i dfi 

A = i, 2 , 1 = 2 ,. , n), 


ou les G sont des fonction% de iti, 
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L’enoncc clu Lhcorcmc gcndral se leduira aloi's an siuvant 

Soient , 6^" un systeme de valeius de ^ 

aux envu ons diiquel les fonctions G soient de^eloppables 
j}aJ la sene de Tayloi ^ dhtutres constantes 

cjudlconques Soient^ d^auti e part^ cpj , des fonctions 

dey^^^ , ya^ qin sc j eduisent respectweinent d b\ , 6'" 
poui yj.^<f;i, . 5 yn=^ ctn, ct qui soicut dcs^dloppables 

piu la sene de Taylor aux envirom de ce systeme de va- 
le ms On pouna deieiminei d^une seule manieie un 
sy^iteme de Jonctions U\^ , des variables y^^ ^y^, 

deeeloppable^ par la sei le de Toy Lor aux em>ii ons du point 
y ^ = ^ y II =x anyiui sa tisj assent au x: eqiia tions (8), et 

cnfinse 7 eduisent rpspectn^ement , ^mpow = 

Nous sLippobcions, pom simplifier I’cciilnre, que 
Chi-i soR'iiL mils, ce qui ne nuilpas a la genera- 

lilc dfe la dcmonsliaLion, car onpourrailau besom prendre 
pour vaiiables ^ndependanLcs/^ — r/|, , y,i — el pom 

loiiclioms mcoimiicb , Um^-b^'^^ enfin, consi- 

ddicr a la place des fonctions (p^, , cp;;^ les fonctions 

D’apics les Iijpolliescs faitcs, Ics fonctions G[^ sent d(^‘\e- 
loppables en senes, do la forme 


( 9 ) 



u\ 


Ces buries ^tapt convergentes tant 'quie les modules de 
«/j, . . sciont assess petits, on pourra determiner deu\ con- 
slantes M, / , telles qae I’on ait 

I A f =. ^ 

ct, a forlton^ 


(lO) 


I ^'aiaa 


_ ( a| tXv, H- 

I ag ^ . 


On aura de im^me 


)I M 







'h 


3o8 


troisiMe partie 


cnAPiTRp m. 


el Ton pourra dclerminer deux constantcs N, p, idles qiie 
Ton ail 


(rO 


IB 


Ps P-) 


- (Pa p3 + 
< (3,1 Ps! 


)1 N 


Lcs foncUons cheicliees , Ujji’j devanl^lro dcveloppa- 

Lies suivanllcs puissances de/,, , y ^ pour jkh = o, sciont 

dc la lormc 


^Pri5 fi2) etant des series qui precedent suivant les piub- 
sances dejK2i 

llemplaMms, dans les equations (8), les fonctions G;,^, puis 
les fonctions Ui, par les developpemenls (9) el (12), et ega- 
lons les coelficients des memes puissances dejKi dans les deii\ 
membres, nous obliendions, pour determiner les coefficients 
(p^i, , 5 line seiie d’equations de la forme suivanle - 

(» 3 ) = 

Fz,(i+i etant une somme de lermes dont chacun est le pro- 
duit 1° d’un entier posiLif , 2*^ d’un des coefficients A, 6 ^ d’un 
produit de senes cp donl le second indice ne suipasse pas piy 
4'* d’linc derivee partielle dc L’une de ccs fonctions cp 

Les foimules (i 3 ) fourniront, par voie recurrcnlc cl sans 
ambiguite, les yaleurs des diverses fonctions cp^jj sous forme 
de series proc6dant suivanl lcs puissances de 7^, , 

cliaque terme ayant poui coefficient un polynomc form6 avec 
les coefficients A, B el dont chaque teime csl a[rcci6 d’lm 
facleiu num(§iique positif 

Nous Irouvons ainsi une solution unique, mais, pour 
prouver qu’elle est acceptable, il reste encore a etablir la 
convergence des series obtenucs 


23 p. Or il est clair qu'on dimmuera les cliances de con- 
vergence en remplagant les coefficients A, B par les limites 
feupeneiires (10) et 0 i) dc leiirs modules, mais nous aliens 
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prouvcr que, memc dans ces conduions dcfavoiables, la con- 
vex gence subsislc loibque sont suffisammenipetits. 

On a, en eflcL, dans cc cas, 


•Cl de moino 

r = V 

Z Pa'p,' 


M 


H- ~H U/) 


f <1 1^2 

^ ^ ■^-7]i7h > (p2+ Po+ >o), 


N/ 


cn posanL, pour abidgei, ~ t 

l^os equations aux d&ivees partiellcs devicndiont done 


('4) 


duj 

d/i 


M 


i/.-l 


V ■- 

Zukjdyi '' 


ol les conditions iniLialcs seiont 
Nf 


.(i5) 

Posons 


pom 7, = o 


p-« 

«1= •=«<m = 'K7l,0 

Les Equations (i4) et(i5) sc rMuiront aux deux suivantes' 

<iG) 


dVi 


M dijj 


■('7) 


, Nf 

+ =p'_7 pourj, = o 


Or rdquation (iG) etant misc sous la forme 
( ni<5/\ d| , . dll' 

son premier membre esl le jacobien dcs deux fonctions ^ et 
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I 

Uon 


— ^ -r — i)/i‘ EUe cqmvauL done a la rela- 

(i— i -h Mm (n — i)7i“F (.]/), 


F etantmie fonction aibxlraiie Celle fonclion sera delcnm*- 
nee par la condition ( 17 ), laquelle donne 


mN^ 

r^” 7 ) 



on, cn posant 




— 


JN . 


pc 


F(.) 


mp\ 


N H- 

Done seia deteimine pai I’^qualion 

i H_ Mm(« - 1 ) J. = (i _ 


Les deuxiacmes de ccUe eqiialion se rcdiiiseul iCbpocliYC- 
menta zero a — pourj'^ = 0, = o Aux environs dc ce sys- 

teme de valeurs, elles sont developpables en sene convcrgcnle 
suivant les puissances de et de t Prenant ccHe de ces dcu\ 

senes qui s’annulc pour = 0 , on auia la fonclion 

cliercliee ^), dans laquelle on n^aura plus qu’a subsU- 

tuer t=y^-]r> M-JK /2 pour oblcnir Jes de\clop])cmcnls de 
, Uni-i seroni evideinmenl convergtuils lant que les 

modules dcs variables y scront momdres quo — ? K df‘- 

signant le rayon de convergence de la s 6 nc , t) par rap- 
port aux variables et t. 


240 La demonstration da ib^or^me gdndral du n^’ 237 se 
ramene ais^menl an cas parliculier que nous venous de dis- 
cuter- 
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Prenons, en die I, pour variables auviliaires Ics deriv(^e3 
parLielles 

dYf> dfi' > 

qui figureiit dans Ics equations (6) el, pour plus de symdric, 
posons cn outre Ui =r Les dquations (6) ct (7) devien- 

dront 


(ib) PiijOi ,0 — ^TriiPltQ, J PciuOf / )j 

(19) P^M, “T?‘ pom et < f , 

(les dei meres ecjualxons, d^rivccs par rapport a 1 o, jK/a, 
donnciont plus gcncidlemcnt 

“Hot,, (pKi 

(20) p^a,.rj , .«„= pour J, “ ai et a, < n 

et, par suite, 

Pa„a, .am = , fyi — Cl,,, 


Enfin, bi Ton pose jq ™ dans Ics (‘([nations (18), il 
vicndra 


(2O /^;„o,o, 




^ poni y-=ai 


Aux (Equations (18), (19), (‘>0), il faul encoie joindic cclles 
([ui d(^fim6scnL Ics d(^riv( 5 es par tidies ,a,„> ^ savoir 


(? 2 ) 

OL 


c]pLuOJl 




SI 


Pa„a.i, An- 


tH./s C)V„ 


SI ^2 4“ . o 


Lcs relations (s>o) ct (2 1) cxprirncnt d’ailleurs quo Ics (Equa- 
tions (93) ct (i 8 ) sont salisfaites pour y^ — a^ Eii tenant 
compte de celte condition, on pourra (§vidcnimciit reinplaccr 
ces (Scjuations ( 93 ) ct (tS) par Icurs dtjrivdes parliclles pai 
rapport ^ . 



3 i 2 


TROlSltiME PARTIE 
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On trouve amsi, en supposanL ^ o pai cxcniple, 

(^3)' u 0 0 ^Plf\ 4-1 -i ,a„ ^ 

dj\ ~~ dy^d^ y. d^>^yn'~^ dn 

Si <^2 etait nul, mais c/^ > o, on trouveiail dc 'mcmc 

^23)''' d/ly, 0 rjL^^ dpa,-)-! o.a^--i 

d/i d/j 

et, enfin, si cfo, . ^ elaient mils, d’ou > o, 

^23)^' d/^ai,Q An d/;>at4-i,o «» -l 

d/l d/;, 

Prenant enfin la derivee paiUelle des equations (i8) pin it* 
rapport a el subsLiluant dans ]e second membi c aux dci'i 
vees parti elles des p ieuis valeuis (22 ), (2c 5'), (a3"), . . - , 
(23"'), il viendra 


(24) 


^P!,0.0 

d/i 


_ V d'l’, 4 


„ d/^^i n PC -1, 

'd/4, .a., d/2 


dpri,. 


i (^PoLi,0, ,0L„ 


+-i 0 a „- 1 

d/tt 


241. Nous avons amsi remplace le sjsLeme des erpi;n 
lions (6) et des conditions miLiales (7) par ccliii des ('‘cpiin 
tions (22), ( 23 y, (23/, , ( 23 )"^ et (24) et des condiUoinK 

mitiales (so), (21) Nos nouvelles equations sonL du pec*- 
niier ordre et Imeaires mais dies ne sont pas homogcncs c* t 
conliennent encore cn general les variables inddpendatx Lc^k 
y\7 -iYii Pour achever de les r6duire a la forme you 1 tic'% ^ 
mtroduisons de nouvelles variables auxiliaiics ^i, 
dednies par les (Equations 


Eiles satisfontaux equations aux derivdes parUelles 


dt^ 

d/i 


— I, 


-h 

hi 


dtn 

d/i 


(25) 
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Cl aiix conditions imliales 

(36) — ‘poLirri^^i 

II est clair qiic ces conditions suffisent a les determiner 
Joignons ces conditions au\ equations piecedentes et trans- 
foimons d’aillcurs ccUcs-ci en y icmplacant dans les de- 
I'ivecs partielles dc les vaiiables mdepcndantes /i, 
paries quanlites ^qnivalenles 2'’ en multipliant 

tons les teimes dcs seconds membres qui n’ontpas en facteui 

line derivee parlicllc des inconnues p par^^? qiii est evi- 

demmcnl egal a i Cette transformation operee, les in- 
oonnues p ct t seront fouinics par nn systeme d’cquations 
Imeaires ct liomogenes du premier ordic, auqiicl on devra 
jomdic les conditions initiales (20), (21), (26) qui ont lieu 
pour j ay 

Les valcurs des vaiiables tn ct pcnii 

jq ciy, sonl d’ailleLiis cty, . , et 

Au\ environs dc cc systeine dc valeius, les fonctions sont 
pai bypothesc devcloppablcs siiivant la sene dc Taylor, il 
en sera dc memo dc leurs dciivdes partielles 

Toutes les conditions n6cefasaircs a Tapplication du th^o- 
r6me du n*’ 238 so trouvant ainsi lemplics, nous obtiendrons 
pour les mconnucs t cl />, et on pailiculici pour les in- 
oonnucs prinn Lives 

dcs s6ncs proc6dant sinvant les puissances dcjKi — * 1 

— CO/ cl satisfaisant a toutes les conditions du piobl6me 
Les fonctions 10 nc sont definics pai ces senes que dans 
la region ou cclles-ci sont convergentes , mais on pourra 
smvrc leur variation de proebe cn proche par les mSmes 
pi'ocedcs qiic noUs avons employes pour Fetude des Equa- 
tions difl'ErenticUcs une scale variable indEpendantc. 
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II — Equations aux denvees partielles du premier ordre^ 


242 Considcions rcqiiaUon aux deuvces pailielles U 
neaue el du piemiei oidrc 

(^l) Pi/?!-!- P/i/^/i — 

ouP^, , P/i, Z sent dcs fonclions des variables mdepcu 
dantes^i, , Xn cl de la fonclion inconniic , /V 

designant les denvees paiLiciles 

La fonclion z etant supposee definie par one cquanon nn 
plicite 

( 2 ) 

cherclions a deleiminei la^foime dc la rouclion 0, dc idle 
sorte que Pequalion (i) soil salisfaitc 

L’equalion (?) derivc^e pai rapport a cci^ donnera 


(3) 


dx, 



o 


SubslilLianl dans (d les valours dcs denvees pailiellcs 
tirees des equations (3), il vjcndra 


(4) 



dz;i 



o 


Pour que la valour dc z tiicc de (?) salisfassc a Pccpia 
lion (i)j il sera done ncccssaiie cl suflisanl quo PdquaUoa ( 1 
soil line consdqucnce de ('>.) 

Cela pos6, inlcgrons Ic sysl^me dcs equations diflcreu 
Liclles 

>dv^ dT„ ^ dz 

(5) -p-= =-p7-"z- 


Les Equations mlcgrales, rdsolues par rapport aux con- 
stantes d’mtdgraUon C| , . , Cn, prcnclronl la lormc 


( 6 ) 


?»= C,n 


Tl=Cl) 
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(p, , 5 cprt clanl dcs fonclionb dc , Xn, ^ On sail ( 42 ) 

qu^en posant 

F dcsignanl ime foiiclion aibilrauc, Tcquation ( 4 ) sera 
idcnliqucmeiil satisfaiLc 

Nous obtiendions done line solution de Tcqualion (i) eii 
dcleimmanl z par I’dqualion 

b’(Tb ,Tn) = o 

Mais il n’csl pas cubli que ccLte solution soil la senle pos- 
sible, oar il n’csl pas ndccssairc, pour qu’on ait line solu- 
tion, quo I’equalion ( 4 ) soit idcnliquc II siiffit qu’ellc soit 
satisfailc pour Lous les syslemes de valeiirs de , Xu-f z 

([111 satis font a = o 

Pour determiner les aulres solutions, s’ll en existe, nous 
iciuaiquei ons que les equations ( 5 ) ayant pour mttgrales 
gen(5rales les equations (6), les equations ( 5 ) on les equa- 
tions (^(juivalcntcs 

P2 — Pj dx ^ “ o , , P,j da, ^ — Pi dx^ ™ o, 

1a dx^ ~ Pi dz nr 0 


sont des combinaisons liniiaircs des equations 

1 mr O , , d^ — 0 

On aura, done, cn dcsignant par A,,, ? Bi, .. des 

fonctions de z facilcs k determiner, 


(7) dxi-- l\dxt,-=zka c/cpi-H -I- Ktid^ru 

(8) Z dXi-~^Pidz rr:Bi <icfi -+■ + d'ep^ 


Miilliplions les equations (7) respeetivenient par p,, , 

pij et lelranclioiis-en liquation (8) En tenant compte 
do Pidentitd 

dz =r pi dxi -I- -h 
el posant, pour abreger, 



B/g-zz C/cj 
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il viendia 
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(P -I- 


P Tip II — 7j) dx^ -- 



Si nous supposons Tcqualion (i) salisfaiLe, celU‘M| 
se leduira a 



Si done les quantit(^s G/f nc sonl pas toutes nulh ^ * 
leienliclles , d^n seronL liees par iint* t* 

Imcaire, et Ton aura entre les fonctions cp une 


P(?l) 

C’est la solution trouvee tout a I’heure 
Reste r hypo these 

Cl™ O, , C/, 


Ces equations, combinees avec Pcqualion domu't* 
PjpiH- -i-'P«P/?,“ 2^5 


determment /?i, Pni ^ fonclion de 

valeurs ainsi obteniies fouiniiont une solution si tdi***^ 

font aiix lelalions 


dxi 




ce qui n’aura evidemmenl lieu que dans des cas tn‘ 
tionncls 


243 A pp lications 
derive es partielles 


Soil d intcgrci r(5(|U.tl*« 


a 



des cylmdres parallMes a la droile a y h ^ 

former a le syst^ine 

dx dy 

a b 
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dont Fiategiale gcnrralc est 

X — az=:c, y—bzzzzci, 

L’eqiialion proposce a done pour inlegrale generale 
<^( i — ac, y — ~ o 

2" Considcrons rcqiialion aux denvees partielles 

des cones ayant Icur sommcL an point a, (3, y On foiincra 
le sysl6me 

dx dy ^ dz 

dont Fintogralc gen ei ale est 


log(r — 7) -r log(G •— y) h- const , 
log(^'~-P)'r:rlog(:J — Y) -H const 

I 

a — 7 y — 8 

rr: const , ^ rn COnsL 

- — , Y ^ Y 

L’ml6gralc cherchec scia 


<I> 


(ZzU: 

\ --y' -- y/ 


o 




Considcrons r^quation au\ denvees partielles 






■ay 


dcs surfaces de rdvolution autour de I’axe - = 

a 

Nous aurons le syst6me 

d r dy dz 



Y 


Y/ — — Y‘'^‘ " — V 

Soit dt la valeur commune de ces rapports , on aura 
dx ■=: {'^y ^ ^z)dtf dyz=:(^(x,z — '^x)dl, dz z=z {^x ay) dl: 
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Oil en ddduil immediatemenl les combmaisous inltigiables 

(L clx ydy-^z dz^ o, 
a dx -H ^dy -y-y dz:::=zo^ 

d’ou 

const, ax -h pj -h y<s const , 

cl rinlegrale clicrclice sera 

z^j ax -H Pj -4“ ^z) O 
4^^ Soit, en dermerlieuj Tequation 
dz dz 

qiu debnit les fonctions homogenes de dcgre n en y On 
lormera le sysleme 

dx dy dz 

X y ^ fiz^ 

d’ou 

— ~ const., — = const., 

y x^^ 

L’lntcgrale generale sera done 



ou, enresolvant par rapport a 


cL enhn 




244 Passons a Tetude des dqualions aux ddrivdes parliclles 
Ju picmicr ordre en general. 

Sou 


(9) — 0 

nne equation enlre n variables inddpendantes x,ij 
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line foncLioii dc ces, variables et n Qonstantes arbitraires 
, a, I Ell climinaiil ccs conslanles enlre Pi^qiiaLion <L^ — o 
cl ses dciivces paiLiellcs 


(lO) 




Tz 


”0, 


nous obucxidxoiis, en gcncxal, line seulc equation aux d^ri- 
vees par lx dies 

(U) ^Pn )--0 

La fonclion dcfinie par I’equatioii (9), seia iiiie soliiLion 
dc celle equation, quellcs quo soient Ics conslantes a, , , a//. 

Unc scniblable solution a rcQulcnoni (Finlegiale complete 
II est aisc d’en deduire Ics auli'cs solutions de I’equation aux 
dmvecs pailxclles 

On poixrra, cii eflet, dans celte dcinxere equation, fairc 
abstiaclion de la condition que /X|, , pn soientlcs derxvdes 

pailiellcb dc poiii-vu qu’on y joignc la xclation 

(r>) dz-:=^Pidx^-\- -VPndcbj^^ 


qm expiinic preciscxnent celte dex'mere propriete. 

Cda pose, I’cqualion (n), rdsiiltant de rcliininafcion de 
, ati entro Ics equations (9) et (10), sera algebrique- 
mcxiL dqiuvalentc A ccllcs-ci, pourvu qu’on y consid^re les a, 
non plus corKlO'ie dos conslantes, mais comme des inconmies 
auMliaires 

Nous aiirons done a ddtcrminer les mconnues , 

/^i? ? Pn dqualions (9), (10) et (12) 

Cell pose, diir^i'enlions r^quation (9), il viendra 



d<l> j 


Ocii 


cPl^ 

da,. 


da„ = o 


ou plus simplemcnt, on vertu des Equations (10) et (12), 

(,3) 

(ileLte nouvelle dpi alien aux dilKrcnliellcs totales ponn^a 


I 
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remplacer requalion (12) pour la dcHcrmmaLioii des fonc- 
lions jnconniies II existe plusicurs mameics d’y saLislaue 
1^ On pout d’abord poser 

d«i dar, 

Ccs n equations, jomtes a (q) et (10), ach^veront de dc- 
terminei une solution, a laquelle on donnele nom A^intcgrale 
singiiliej e 

2“ Si les ne sontpas tons mils, Pequation aii\ diffdren- 

tiellcs totales(i3) montre qu’il doit cxister au moms imc equa- 
tion dc condition entre les inconnues , a,i Admettons 

qu’il en existe k distmctes, a savoir 

(l4) /l^o, , /,--zzO 

Oil en deduira, entie les diflcrentielles , da,i, les k 

relations 

df^'r=:zO^ * j 

dont Tequation (i3) devra ^tre une consequence On aura 
done identiqucment, en designanl pai Xj, , dcs lacteuis 
con Y§n allies, 

— dai -1- -H ^ dan ^\dfx -h -h IjAfk , 


d’ou, enegalantles coefficients des diversesdilfcicnliclles dai^ 


(i5) 


dai ^ dai 



Ges (Equations, jomtes au syslome (9), (10), (i 4 ), dctcrmi- 
neront routes les mconnucs du pioblijmc, y compris los inul- 
tipheateurs \ Les foncLions , fk rcsLcnt d’adleiirs 

arbiLraires 

Le systeme de ces solutions, renfermant des Ibnctions 
arburaires, se nom me Vitiiegrale gendrale 

Si nous donnons, en particulier, \ k sa valcur maximum n, 


i 
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les quantiles a, etanl liecs par n equations, seront des con- 
sLanLcs, d’aillcLU's aibitranes Nous retrouvons done, conune 
cas parliculier de Tmtegiale generale, I’lntegrale complete 
d’oLi nous 6Llons paiLi. 

On YOU par cette analyse qnela recherche des solutions 
d’lmc equation aiix d6riv(5es partielles dii piemier ordre 

(i6) ,A)=o 

sc ramene ala deteimmalion d'une mtegrale complete 

Plusicuis methodes ont 6ie propos<§es pour arnvei a cette 
integration, nous allons exposer les trois principales 


24S MHhode des car act6i istiques — Posons, pou»" 
abregcr, 


dz 








et soil 

(17) 


dp, ~~ 






unc solution quclconque de Pequation proposee. A ^haque 
sysleme do valeurs de , x,, correspondia un systeme 

de valeurs do iJ ct de ses derivees paitiellcs 

Nous appellcrons eldments de la soluUor). considcree les 
divers sysl^mcs de valours sunultan^es de 
^pn qiii salisfonl aux dqualions (17) 

Soil -5®, r^j Pun de ces elements Supposons qu’on 
fasse varier Jos quantiles ti k partir de leurs valeurs mi- 
liales if, de inam6re k satisfaire constamment aux Equations 
dilfcienUclles 


(18) 


P7- -t:-*- 


t d6signant une variable auxiliaire, donlla valeur imtiale soit 
nulle 

Les sysl(!jmes de valeurs successifs de ces quantiles, asso- 
ci^s aux valeurs correspondantes des quantit^s z, p^^ donne- 
J, - Cows, III 


21 
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ront une suite d^clemeuls de Fintegiale, a laquelle uous don- 
nerons le nom de car acteristique 


246 Soient^jO^i,/;; run dc CCS elements, 5 + 5 :;, 
pi-^cpi un element quclconque de I’lnt^gralc, mlinxment 
voisin de celui-la On aiiia, pai defiinhoii, 

(ig) hz-=zp^OX^A- -y-Pn^^in 

et, en designant par Ics deiivees secondcs 

() r j 0 X 

(20) 5 /;, rrz 0 / , -H h Pm ^ 

Soil 5 + c/5, r, + r// ^, />; + dpi un noiivcl (‘lemcnl encore 
infinimenivoism du pieinier, mais silue siir la caraclerisLK[ue , 
on aura de meme 

(21) dz =:/?i diy-\- 

(22) dp,r=zp,^dx^^ ~\-pin.dXi^ 

L’cqiiation (16), differcnlice par I'apporL aiix 5 , donnoia 

Zo:; (X / 0 X , ) rr: 0, 


et, en icmpla^anl les quantiles Pj, S5, S/?^ par lours valcurs 
tiroes des equations (18), (19), (20), 




PeimiUant les indices i et/cdansla sonune double el tenant 
compte de requation (aa), il vicndra 

el, comme les Sxi soul enU^rement arbitraircs, on en dd- 
duira 
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Enfmla differentiation de Tequation (i 6) par rapport aux cl 
donne 


o - — TjcIz 'y^i ci X) I ~{~ P I dp I 


et, en icinplacant les dxi^ dpi par lenrs valeiiis lirees de (i8) 
el ( 20 ), 

( 24 ) oz=idz — 


P ipi dt» 


Les elements siicrcssifs delacaracteristique satisferontdonc 
aux ecjualions (i8), (28), (24)5 qiu peuvent s’ecriie 


(^ 5 ) 


dT^ 

p 7 


dpi 


dz 


\i “h /U dj 


= dt 


^^iPi 


Ces equations differentielles, jointes a la connaissance des 
valeiirs initiales 5^, des variables pi^ determment 

coinpletement la loi de leur vaiialion Elies sont d’ailleurs 
indepcndantes de la fonction <E>. Nous obtenons done ce r 6 - 
s III tat rem^rquable 

Toute integrale qui contieni ^element con-- 

tiepdra tons les iUments de la cai abler is tiqiie conespon-- 
dante. 


247 Les Equations differenlielles (a 5 ), mldgrdes en par- 
tant du sysl^me de valours initiales donneront, 

pour z^ Xi^ pi, an moms tanl qiie les qiiantitcs Z, P^, 
n’anront pas de points critiques, des valeurs parfaitemenl 
d^tennmdcs 

(26) I Xi=:'^,{(,z\xl,pl), 

Co syst^me d^equations repr<5sontera une caracttostiquo 
pourvu quo Igs valours satisfassent k IMqualion 

( 27 ) ,j)i)z=zo, 
qui caracL<5rise les <§l^ments des mtdgrales. 
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Les yaleiirs des variables Xi^ pi coirespondanl ai x divers 
Elements des inlegrales sont amsi expiimees en loncLioii des 
2 parametres ces derniers vculianL rcqiia- 

lion (27) 

En laissant constants el faisant variei on ob- 

liendra line infinite d’elements formant ime caiacteristiqiie. 
On doit toutefois excepter le cas on les valeurs de 
annuleraient simultancment toutes les quantitcs -f- 
car les integrales des equations (aS), se lediusanl alors a 

seraient mdependantes de t, et la caractcristique se lifdinrau 
a son clement initial 

Enlin, en faisanl varier passeia d’unc carac- 

teristiqiie a 1’ autre. 

Soit mamtenant 

(28) p^:=:z~ 

uneintegrale qiielconque Pour qu’elle contienne un clement 
donne x;, Xi^ pi, il faiit et il suffit qii’elle contienne I’clemcnl 
initial situe sur la miime caiacfcristiqne, cc qiu 

donne les equations de condition 

(29) 

Ces n+ i Equations, jointcs aux equations (26) et (27)^ 
caracteiiseront les'^l^ments qui appartienncnt X Tmt^grale. 
On relrouvera done les equations (28) de Pinlegralc en eli~ 
minantles parametres x^^ p^^ cnlrc les iSquations (26), 
(^7)j(^9) 


248 . R^ciproqucinent, consid( 5 rons Pensemble des carac- 
leristiques pour lesquelles les parametres x^^, pi sent li6s 
par n + I Equations de condition quelconques 


( 3 o) 






• * i 


rz. 0. 
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Enlic ces equations el les equations (26) 01(27), poiiria 
climiner les paiamelres /?®, ct ]’on obtiencira amsi, 

c litre les variables Pn H- i equations, 

> 7« = o, 

(i’ou Ton potina tirer en gemu'al les valeurs de et dcs en 
(oncLion des Xi 

Le syst^me des elements qiu satisfont a ces equations con- 
siuucia line mlcgrale si les valeurs ainsi obtenues satisfont 
anx relations suivanLcs . 

( 3 i) F(; 3 ,iri, pH ) ^ 

et 

p^=%: 

249 L’equaiion (3i) esl idenliquemcnL salisfaile Soil 
en cdcl, Pi an clement qiielconqtic du syslcmc con&i- 

deic ’ 

En dormant aux param^tres dcs accroisse- 

inents iniiiiunent pctils, dt ct 8:3®, S/i]’, ces dormers 

compatibles avec los dqualions (27) et ( 3 o), on obtiendra 
un element /?£+ A/i^ infmiment voism du 

premier, et les diHcrcnlielles tolalcs Ax;, A.^^, A/>£ seront dvi- 
dcmmenl de la forme + 8xr, dpi-^Zpi^ en 

ddsignant par dz^dxi^ rf/iflcs diUdrentielles partiellcs prove- 
nant de la vainaLion de par S^, hpi celles qui pro- 
viennent de la variation dcs autres paramdlres, x^ , p] 

Les differcnlielles rfc, dxi^ dpi satisfont aux Equations (aS), 
d’oili Ton ddduit aib6menl les combinaisons siuvanles 

( 33 ) PidXi’=:o^ 

< 34 ) o = Zch+ dx, + P, dp,) = dt 

Done F est ind^pendant de t. D’ailleurs, pour « = o, il se 
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qiu est nul en verLu de reqiiation de condition (27) 


2S0 II reste encore a salisfane aux equations (32) i 
sysLeme d’eqiialions est equivalent a I’equalion aux dillt*" 
lentielles totales 

As — Pi ^ 1^ = 0 


Remplacant As, par c/sH-S-s, ~h et tenant compl*' 
de ( 33 ), cette egalite se change en 


Ss — ^ pi 8a.i = o 


Designons par U le premier meinbre de cettp equation, 
cherchons comment il vane avec t. 

On auia 


dU = d oz — ^ dp I 3 7\ — ^ pi d o.r^ ; 


d’ailleiirs 


dt 


Done 


z=:8 dz [opi dx^ -H Pid8z,) 


d\j (8pi dXi — dpi 


on, en remplagant les dXi^ dpi par iems vaieurs tiroes dc* 
equations (26), 


d\5 ( P j 3/?/ ~1~ Xj 3 f -~Y-7jpf8vi)dt.^ 

mais r^quation F = 0 , dillercnti(5e par rapport aux S, donii** 
Z 8z ( P I opi'-jr X/ 8xi ) zz: o, 

c^U=— z(83 ~^piSj;^dt = -Z\]i 


d’oii 


I dt. 


Equations aux DfiniYte partiellfs 
CetLc equation in Lcgi<3o donnera 


UzzrUoe 



t 

Ldt 


J 


827 


Uo d^signant la valeur initiale de U. 

11 esL clair que, tant que Z n’aura pas de points critiques, 
cominc nous I’avons suppose, rexponcnlielle resteia lime 
Done, poui que U soil idonliquement nul, il sei'a necessaire 
et snffisanl qu’on ail 

(35) 0 = Uo = 8a?? 


251 Les solutions de cette equation aux differentiellcs to- 
tales SG iro liven t aibemenl par la metliode du 211. 

Gclte equation moiilie d’abord que csl une fonction des 
D’ailleurs, les an -\-i quantiles /?? etant liees par 

rt^qualioii F = o cl les n + i relations (3o), dont nous chei 
chons a delermmei la foime, ilcxisleia unc relation au moms 
cnlre les qnantites Supposons qu’il en exisle k distmctes, 
lelles que 

(36) ,^?,) = o, . , 'F4 = o, 

el soit en outre 

( 37 ) ,^«). 

On cl<5duira de ces relations par la di/Tdrcntiation 
8iiqzz:o, . , — o, 

L’iiqualion (35) devant ^tre unc consilience de celles-la, 
on aura idcnliquemout 

Uo = S'F pl = Xi 8'F, + + X4 

les)» ^tant des miiKipHcaleurs convenables. figalant sdpar^- 
menL k z^ro ]es coefficients des divcrses difTbrentielles Sa;?, 
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on aura Ics n equations 


(38) 










qm, jointes aux equations ( 26 ), ( 27 ), (36), ( 37 ), rcpresentc-* 
xont I’mtegrale, les fonctions W, rostaul aibi~ 

tiaires 


252 La splution prdc 6 dcnte donne lieu a diverses leniai- 
ques : 

1 ° Le syst^me d’eli^ments determine par Ics (Equations 
pi'( 5 c 6 denies ne repr^senle une tnldgialc, dans le sens attache 
jusqu’ici a ce mot, qiie si I’on pent en tiiei les valours cxpli- 
cites des quantiles pi, en foncLion dcs ceux-ci rcst.int 
independants II n’en serai t pas ain&i dans le cas particuhcr 
on Ton pouriait deduire de ces equations unc on plusieurs 
lelations entre les Xi La consideration dc ces systemes, qui 
ne fourmssent pas des int 6 grales proprement dites, est pour- 
tant utile dans beaucoup de cas Pour en (emr comptc, il 
conviendra dMlargir la d(5finition de I’mtdgralc cn donnant ce 
nom a tout systeme d’ elements r, Xi, pi d 6 pcndant dc n va- 
riables ind(5pendantes et satisfaisant aux relations 

F O, dz =r />JI dx^ -h H- Pn d X „ 

2 ” Nous avons admis dans none analyse ([uc le syslemc des 
valcurs mitiales x”, pi representait un point ordinaire 
pour les fonctions Z, Pi ot n’annulail pas simiillamhnent 
les quantitds P^, Xi-h/^^Z Shi existait done quelque nitd- 
grale dont tons Ics 6l(5ments fussent dcs points critiques de 
Z, Xj, Pi on annulassent les P, ct les X^ + /PzZ, elles ecliap- 
peraient k la mdthodc pr 6 c( 5 dcntc, mais i 1 est clair ([ue ces 
int^grales singulidres ne peuvent sc rcncontrer quo dans dcs 
cas particuliers. 

253* Parmi les int^grales fournies par notre analyse, il en 
eat deux qui m 6 ritent une attention parliculi^re. 
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La premiere s’obLient en posant A = n Les quantit6s 
salisfaisatiL ainsi a 7i + i lelations, seiont des constanlcs , 
leurs differ<2ntielles scronL done nulles el I’^qiiation 

( 35 ) sera identiqucment salisfaiLe 

On voil done qae Ics equations (26), (27) de la caracLc- 
Lislique repiesentent ime inlegrale si Ton y consid^re les 
comme des constantes arbitraircs et les commedcs 
mconmics auxiliaires 

Lbntcgrale amsi obteniie est nne integiale compleLe, car 
die conUcnl ri (et mcme n-f-i) constantes arbitraiies 
D’a litre part, on ne pent deduire des equal ions qui la d4fi- 
niS'sent auciine equation aiix denvees parlielles 

,Pn)=^Oy 

distincte de la proposee F:=o, cai, si Ton avait une sem- 
blable identite; en y faisanl / = o, on Liouverait 

^trnP'U ,/>J)=:0, 

relation qui ne rdsulte pas des equations (26), (27)- 


254 On obticndia une autie uitegrale icinarquable en 
admettant qu’i) n’existe enlre les paramdres qiie les 

deux rebiLions 


(89) ,0, ^5=:COnsL 


Les autres djuations k joindre k celles de la caract^ris- 
tiquo pour obtenir I’lntcgrale seront, d’apr^s Panalyse prece- 
de nte, 


dw 

dlf 


pl — ly, 





Pou^laval(iurpaltlcull6^e^^ =: on auraif=o, ^3 = ^^,..., 

Zz=z Ces valours iniliales ^tant li^es par la relation (Sg), 
on voil que nous avons r^solu le probl^me de determiner une 
inL^grale z satisfaisant k la condition 




pour ^4x1: ic®, 
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designant ime fonction arbitraire. L’existence d’une sem- 
blable mt^grale avait deja el6 elablie au 235. 


255 Lorsque le nombre des variables uidepcndanlcs sc 
reduit a deux, les re^sultats qiii pidcedent peuvenL sbnlci- 
pr^ter geometriqueruent 

Uneintegrale^ = <^I>(^^,^2)reprcsenle une surface Chaquc 
sysleme de valeurs de z, ^2 repr^senle un point, pi, p2 
sont les coefficients de F^quation du plan tangent Chaquc 
element de I’lnt^grale definit done un point et le plan tan- 
gent correspondanl. 

' L’^quation aux denvees particlles 

F{^, =0 


devient, en y remplagant p^ par leurs valeurs tn6es des 
equations de la norm ale, 


— __ ^2 •— ^-^3 

Pi P% 


F 


*^1? '^2) 


Si — 



— O) 


equation d’un c6ne, dont la normale scia une g6n6ratricc 

Une caracteristique iepr6sentera une combe et la develop- 
pable circonscriLe k la surface intdgralele long de cette combe, 
et le theoreme du n° 246 pourra s’<5noncci amsi , 

Deux sw faces inUgrales tangentes en un point .-rj, 
xl sont tangentes tout le long de la cai actevutique detei- 
ininee par ce point et le plan tangent correspondant. 

Toute surface integral© aura pour g6n<5ratrices des carac- 
t6ristiques En particulier, FintiSgrale complete du n® 253 
sera form^e par I’ensemble des caractdristiques issues d’un 
m^me point 


256. Premihi e jnithode de Jacobi. — Soil k d(5tcrminer 
une mtegrale complete de F^qualion 

(4o) 


I * 
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Equations auy DtRivfiES partielles. 

On pent rcduire le probleme au ca3 on z ne figure pas e\- 
plicilement dans Fdcfuation 

Supposons en efieL z determine par I’equation 

(40 V(s, a?!, ,a;„) = o. 


On en deduira 

(40 


dV dV 


Subslituant les valeurs de p,, ■ , pn ainsi obtenues dans 

(4°), il viendra 


(43) F = 1. 


r)V dV 
d- ’ da,i ’ 


dV\ 

’ dxj 


Si done nous ddterminons imc fonclion V des /iH-i va- 
riables iTi, ,»^cGn qui satisfasse identiquement a cetle 
equation (laquelle ne conLient pas V explicitement), on ob- 
tiendra une soliUion dc 1’ equation primitive en dc^terinmant z 
par 1 ’equation 

Y = o 


Si d’aillcurs la solution V que Ton a trouv^e contient n 

constantes aibitraues Z;,, . - , bn^ de telle sorte que le jaco- 

d V 

bien J des quantit^s . — par rapport a ces constantes ne soil 
(J 

pas nul, la valeur de z sera une mt^giale complete de Tt^qua- 
tion primitive, car, d’une part, elle contient n constantes 
arbitraircs et, d’ autre pari, le jacobien des quantites 
d Y dY" 

h pi par rapport aux constantes b nc sera pas iJen- 

tiqucmeni mil, car, en y donnant aux quanlit^s pi les va- 
leurs particiili6res o, il se r(Sdiul a J Done on pourra tirci 
des Equations ( 42 ) les valeurs des constantes pour les substi- 
tuer dans ( 41)5 fouimra une seule Equation F = o 


257. L’6quation <E> = 0 dlant r^solue, pour plus de sim- 
plicite, par rapport il prendrala forme 


dY 

dz 


H>n(. 






dir/ 


d^. 


')=o. 




( 44 ) 
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Designons par H ce qiie devicnt le second tcrme de ccLLe 

Equation lorsqii’on y remplace les derivees paiUelles ~ par 

des indelermmees pi, etformonslos oquaLions differenlielles 
ordinaiies 


(45) 


djCi 

~d^ 


m 

dp/ 


dpi 

dz 


m 

djbi 


Nous allons eLablir que la dclermmalion d’nne solution V 
de r^qiiation (44) satisfaisant aux conditions I'equiscs ct 
I’mtegration du systeme canonique (45) sent deux pro- 
blames entierement equivalents 

2S8 Supposons, en effet, qu’on ait obtcnii la solution 
deinand^e 


V(. 


X, 


Les equations 


(46) 


dV 


''n j , bfi ). 


dV 

Ob, 


ou les ai dcsignent de nouvelles constantes arbitraires, seront 
1 inlegiale generale du systeme (45) 

En effet, les Equations (46), diffdi entices par rappoil a la 
variable indepcndante z, donnent 


(47) 



T d^-Y 

djci 

— 

d c, i)z ^ 

UKd’^iO.c,, 

'dz 

dz ’ 

eVY \ 

^ d^-Y 

dxf^ 


db^ 

dbi dx}( 

dz 

Urn 


Mais, d’autre part, en rcmplac^ant dans I’identitd (44) les 
dV 

^ par leurs valeurs pi^ elle deVicndra 

11 = 0 , 


d^ 


el, en prenant les d^riy^e^ partielles, par rapport aux Xi et 
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(48) 


on trouvera 




' . -u\ 

dU 

dr?/ dlT 


1 , j-:: 2. 


Oji 1 d X 2 

\ 


1 dll 

d/^A 


db, dz “^2 

AL OpL 

1 = 0 , 

ubi 


: 0 , 


u'ailleuis on a 


crou 


dof 

7)1, 


pr- 


dJ( di/P 


dpk, 
dbj ■ 


dbi d Ik 


SubstiLuons ccb valours dans Jes ^qualions (48) et rcLran- 
chons ensmle chacnne d’elles de sa correspondante da sys- 
l6me (47 ‘)j jil viondra 


I 


d'-v ^ 

f d Pi 

dU 

Ik 

1, 'ch 

bph 

^ d^V_ 

( dx,. 


db, dxk 

^ dz 

__ 

<>/'A 


dz Oi,' 


Ges equations sont Imeaircs et homogenes par lapport 


D’ailleurble d^Lcimi- 

dpk dz ()i, 


, d Vk 

<xu>c quail tiles — — 

nant des coefficients n’est autre chose qae le jacobien J des 
dV ' 

deiiv^es partiellcs par rapport a 64 , • , 6 , 2 ? lequel, par 

hypoth^se^ il’est pas nul. Nous obtenons done, comme con- 
sequence des equations ( 46 )) syslcmc d’dquations diffc- 
rentielles 

dxjc dll dp I dTT 


qiu n^est autre que le syslcmc (45)« 


259« Rdciproquement, supposons que par un precede 
quelconquc nous ayons ri^us&i k obtenu" line mt<5grale gene- 
rate des Equations (45) Elle fourmra Ics valeurs des sccj pi 


Tnoisit-^iE PAurn.. 
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cn fonction de et de a/i constantcs aibitiaires C|, , c^n 

Soient d’ailleurs bi les valeurs des Xi^ pi pour une valour 
inUiale donnee de la variable z On pourra dciterinmci 
les consLanles c au moyen des ai, bi Subslituanl ces valeiirs 
dans les equations integrales, celles-ci piendiontla lorrne 

(49) 

(50) pi rzz (^Zy I, ^ bji^f 

ou les aiy bi pen vent etre consjdcres commc de nonvclles 
constantcs arbiliaires 

Le jacobien I des fonclions par rapport ^ ^ a^t 

n’cst pas idcnliqiiemient mil, car, pour la valciii parliciiherc 
ij = se rcduisant a I aura pour valeur rimile* 

Les equations ( 49 ) penvent done ^Ire rcsolues par rap- 
port aux a I et fouinnonl les valours de ces quantiles en 
fonction des ij, Xiy bi II resultc de la que toutc fonction des 
quantites z^ cId b^ jicut s’cxpinner a volontd, solt par 

les z^ ai, hi seulemcnt, soil pai les XJ, Xi^ bi, 

260 Cela pose, d(§signons par U ce que devicnt la quan- 
tity 



lorsqu’on FexpHinc au moyen de bi^ et consideroiis 

Fexpicssion 

Cbangcons simultanemcnt z cn et <7^, bi en 

ai^ oGi, bi--h obij Xi sex'a accru de la quantild 



dont nous repr6senteions rcspectivcmcnt les deux tennes par 
4^;, etV ypiouveront des accroisscmcnts analogues 


b,piz=dpi^ Zp,, 
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et 


(5i) A,Y — V -h 5Y ~ SU <^^>5 


Or on a 

SU 


dU 

p/, \ — n 
7/ (^p/. 


=il 

=L(*"4 ^-=S-£-‘ 


^i, 


■ y->/^ 


ou, en siippnmanl les lermes qiu se d^truisent et rempla- 
valeurs tiides des Equations diffeicn- 

tidies (45) 



su ='y 

jLik 

{pk 

dz 



D’ailleurs 






""Hz 

-Hi 

on, 

A 

(Jhi 

■Ob. 

N d'tk 

7 <)z 

~ 


d 

da, 


() 

db, 

V \ 'T'S r, 

oh A r/, rr ; 

d’ou 






8 Urr=' 

V (fo> 

1 

cl^ 



et 






r wdz 

=(X''‘ *'*)/= 


— V oa^, 

k muAk 


D’aulre part, 


dll . , 


=x- 


djcj^ — — [.J ct^» 


SubstUuanl ces valours dans (5i), il viendra 

{p,^ dxi-v-pk ai Ihi) — II dz 

[Pk -I- (Ik ^i>k) — II 
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Celle relation entie Ics diOrclronliclles tolalcs AV, Ar/;, 
S&A, dz monlre que, si I’on cxpiime V en fonclion clcs va- 
riables 5, Xk, l>i„ on aura 


(52) 

(53) 


dV _ ^ 

d.t/. dt>i, 



«/S> 


Les oqualio'ns (5?) donncnl, enlrc Ics varialiles s, i cl 

les conslantes a*, b|^, m relations ncccssaircmcnl disUncles, 

car chacunc d’cllcs conlicnl dans son second mcmlirc une 

quanlit(5 p ou a qui nc figuie pas dans Ics aulrcs. Ccs ('‘qua- 

lions ne soni done aulrc cliosc quo Ic syslcmc dcs ('’(piatioiis 

inlcgralcs (4<)) cl(5o) inises sous une forme nouvcllc 

Quant arcqualion (53), die so iransformc, lorsqu’on y 

^ ^ V 

remplacc les pk qui iigurenl dans [I par Icnib valeurs-^ — > 

en I’cqaaLion aux ddnvccs particdhjs ( 44 ) 

La soluLion V que nou*^ avous amsi obtenue pour celLe 
(‘({ualion salibfail aux coudilions requises; ear eU(‘ con- 
liQtit n conslanlcb arbiirau'cs * * , b^^ cl d’uulrc part 1(‘ 
o V 

jacobien J des d 6 riV('M's couslaiUrs n’est 

pas idenliqucmenl uui, car, cn d{)nnaj:il a z la valour parh- 

CLili^jre = Ph r6duisaul a />/,, J s(‘ra 6mi\ a I’umLd 

d r A 

On voil iium4dialouicnl ([uo si, 5. la soluliou V que nous 
venous dc IrouviT, on ajoiitc anc nouvcllc oouslaulc arlib 
liaire a, on aura uiic nouvcllc soluLion V + a con- 

sLanlcsarbiLraircs, cl qiii sera uuo solulum complcLcde (44) 


261. Noupelle naHhode de Jacobi et Mayer* Los deux 
unHliodes prdccdonlcs pour Piulcgralion das dcjualions auv 
d6riv6es parllclles du premier oidrc onl pour caracU'u'c coni- 
mun de ramem'r le prolilt'imc k Pinl^gralion conipl6le dViu 
sysl^me d’dqualions aux ddKrcnlicIlcs ordiuaircs 

Jacobi a doiin6 une nouvcllc molhodo, considiirablemcni 
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perfectionn^e dcpuis par MM Lie et Mayci, dans laqiielle 
on considere siiccessivemenE une s^iie de syslemcs d’equa- 
iions diffeienticllcs, dans cliacun desqiicls il sufliL de deler- 
miner une seiileml(5grale. Cette me l1i ode s’applique d’ailleius 
sans dilficulte, amsi que nous allons le voir, a la reclieiche 
des solutions communes aplusicurs equations aux denvees 
pari idles siiniil Lances 
Soient 


( 64 ) y Xfi-t Pif i Pn^ — ^ 

ces Equations, ou nous supposeions pour plus dc simpliciLc 
qii’on ait fait disparaitie la fonction inconnuc pai raitiflce 
du n® 256 Pour que ces equations aient unc solution com- 
mune, il faut et li suffit qu^on puisse determiner des fonc- 
lions Pi des variables indt^pcndantes qui salislasscnt a la 
fois a ces (Equations et au\ lelaLions 


<55) 


Opi^ _ d/^ 
d-i/. ' d Vi 


<[ni expriment que * + pndjcn estune diflercnticlle 

oxacte, car I’lntcgration de cetlc difl'dreniiellc donncia im- 
medialement la valeur coircspondanie de g 


262» Soient Fo{=;o, Fp==: o deux quclconqucs des equa- 
tions donndes. Picnonsla ddriv(5e dc la premiere par rappoit 
a li viendra 

, ()JC'^ <>p/, Ou'i 


Muliipliant pai 


dp, 


ct sommaiu par rapport ^ i, il vicnl 



dp, 



()p 

r~dp, ~dpi, d.i 


£ 

h 




On tiouvera dc m6me, en pernnUant a et p, 



dF p 

dxi dp I 


-h 



dFg dFp d/?4 

k dpi dp/, Oxi 


=zO 


4, COWSy III 


2 a 
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Retranchons celle equation de la pi^cdclcnte apres avoir 
permute les indices de soinnuition i et k dans la somme 
double, il vicnt 


(56) 


(>p,} 



j Y V 

/ (JlH 
Opk \ 0>, 

_ - 
()X/J 

u 

Mais la 1 

somme cloulile sbmnule en vei 

‘til des iqu 

dtions (55) 

On aura 

done simpleinent 




1 

11 

0 

' ()i, OpJ 


Fp) 


A-insi, des ecpialions pimnlivob = o, , , Fw= (>,]Oiiiles 
aii\ comljiUonb (53), on deduit entre Icb Xi^ de iiouvelles 
relations 

(Fa, Fp)-o 

Si parmi ces equations il cn cst qiu ne soiciit pas une con- 
sequence algebrique des ('*qiialions (54), on pourra les leur 
adjorndre, recominenoer les mimes opdralions surle systfoiie 
amsi complitd, et aiiisi de suite On arrivcia hutdement, soil 
a un systime contcnanl jdus dc ri Equations distinclcs, au- 
quel cas le probleme sera impossible, sent a un systeme 

(57) Fi:=o, F(;rz=o, 

tel que les Equations nouvcllcs p)= o qiii s’eu didui- 

sent, ou soient idcnliqucment satislaites, on soienl, tout an 
moms, une consdquence algdbiu[uc des prieidcnlcs, 

Lorsque cette derniirc circonstance sc prosenlc, ellc pour- 
rait donner lieu i quclque incertitude* Pour la lever, risol- 
vons les iquations (57) par ra[)j>ort k p, des quan litis p cjui 
y rigiirciit; ellcs prendronl la Ibrme 

Pi /i=o, .. , /?ix o 

[jes nouvelles Equations 

(pa — /a, pp — yp) — O, 
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qui se deduisent de celles-Ia, ne conlienneaL plus /?j, . . p^\ 
elles ne peuvent done 6tie une consequence des equations 
precedenLes Elles fourniront done des relations nouvclles, 
qui permetliont de continuer la sene de nos operations, a 
moms qu’ elles ne soient idenLiquement satisfaites 

Nous ariiverons done necessairement, ou a constater I’lm- 
possibilitc dll probleme, ou a formei un systeme 

(57) Fir=o, * , 

jouibsant de la propricLe qu’on aiL idcntiquemenl 

(58) (F«,Fp):=o 

Un semblaLle systeme a regu le nom de systeme complete 
Une equalion unique F^ = o pent etie consideree comme 
consltliuuiL an cas pailiculier des syslemes compleLs, coircs- 
pondant a p = i 


263. Etant donne, en general, un systeme complct tel 
que (5'7), cherclions a detenniner une nouvelle equation 


(pr=:o, 

qui, jointe aux pr^cddenles, foimc encore un systeme com- 
plet 

Le premier membie de cette nouvelle Equation devra satis- 
laire aux p. Equations simultan^es aux d^rivees parti elles 


(59) 




? 


Ges equations hn<5aires ferment un systeme jacobicn, d’apies 
la definition du n° 63 
En effet, on a 


-s, 


<)Fa 
dxi dp, 

Ox, dp. 


dp. Ox,) ZjAdx^ dpi. 


k d’f r> 

^ A 1 ” ' 1^4 \ 

dx^ dpic 


^ A 

dp, dx 

dtp 


)I 


dFa _d_ 

dxi, dp/. 


dFp d 

dp/, dtp 

A -A 

dp/ dx/ 


0 



cnAPirui III 


\ 

i 

i 

i 

'1 
I ' , 

¥ 

t i 

hi 

i 

f ‘f 
f’. 
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en posant, pour abreger, 

dx, dp, dpi, dp, dx,dpk j _ n- r \ 

dx, dp,dpK dpi dxidpk 1 

p _Y 1 dpidxi dp I dvidxf, ( _ ^ 

j _ £1 Fg I ■~~ 'd^^i 

( dxi dpidxj, dpi dr,dx^A I 

Mais (Faj Fp) est idcnliqucmcuL nul ; done les A^, B/, sont 
mils, et notre proposition esl ddmontree 

Le sy Sterne (69) admet done des solulions cl son micgra- 
lion se ramene k celle d’une seule Equation hndairc aux dc- 
riyees parlielles a ^/^ — p. variables, ou, ce qui rcvicnl an 
nitoe, a Tintegration d’un sysliljine dc — pcqiiaiions b- 
neaires ordinaires. On connait d’ailleurs p solulions du sys- 
li'ine, a savoir F^, * , Fp. L'orJre dii syslcine s’abaisse done 

r'licore de p unil6s el se r^diul a 5>n — r> p 

264 Supposons qu’on cn nil lronv6 line inlc'gialc cp,, la- 
quelle, en tant que fonction dcs /j, soil distmcLo dc F^, , 

Fp 11 esl clair qa’on peut y ajouLcr one consianlc arbi- 
tiaire <2^, sans cesser d’ avoir une mldgrale. Done Ic sysleaie 

Fi = 0, . , <pi~h j:0 

sera coinplet 

On detciminera de m6ine unc nouvellc eqiialion cpjjH- 0 
con tenant une conslanle arbilrairc <22 el idrumnl avoc Jes 
]irec6dentes im syst6me complcl, en Irouvanl unc inlt'gralc 
d\m sysl^me d’6qnations dilT6renlicllcs d’ordre 'j n — p ^ 
cl Pon continuera de inline jusqu’a ce qu’on ail oblcnii iin 
sysieme complet 

Fi— o, , 

F[J4-i — » * ) F,j. :z~. "■]-* Clfi^ p O* 
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Les Yaleurs des pi^ foux'nies pai ce sysL^ine, rendronl 
Pndx,i clifferentielle exacle; car, en tenaiil 
compte des relations Fp) = o, les equations (56) se re- 
dun ont a 



dF(S dFot / ^ dpt \ 
dp I Opi, \dxt dxfj 




Le d(^Lciminant R des quantiles n’est pasnul, car nous 

avons opcr6 de telle soiLe que les F,, , , F/^ fussenl des 

IbncLions dislincLes des pi) done les quanliL^s 

2Lkdpi\dxt dxi 
que ces coefOcienls multiplieiit seronl nulles. D^aillcurs le 
delcrminant des coefficients est encore ceal a R et dii- 
ferent de z6vo On auia done 


O/u 

da. I 


d/h 

dik 


ce quM fallait ddmonticr 


265 Les quantiLds ^p,i ^tant ddtermindes par les 

(Equations Fj = o, , Vji = o, il ne restcra plus qu’a inie- 
grer la diDT^rentieUe exactc p\ dXi +. + pn dXa* On iron- 

vera am si 

a 6tant une nouvelle constanle arbitoirc. 

Nous oblenons de cettc mam^ie une solution du syst^me 
des equations aux d6riv6es particlles Fi — o, ,, F|xi==Uj 
contenant ?i — [a -j- i constantes arbitraires, el qu’on pourra 
appcler une solution complete du sysl^me 

En prenant les dcrivees parlielles de par rapport aux di- 
verses variables ri, , Xn^ on obtiendra les equations 
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manifestement eqiiivalenles aux equations 


F 


: 0 , 


®1 CLi — Oj 


F|J = 0, 

<Pn-|J + = 0 


De celte solution complete on dudiura immddiatcnK'iU 
toutes les solutions du syst^me 


(60) Fi=o, , Fn, = o 


En effet, soient 2 une semblable solivtion \p\, . •, Pn scis 
d^nv^es partielles , enfin a, , . , 0,1- |j,, « des inconnues anxi- 

liaues, delermindes par les relations 


— azr: 0. 

On aura, en differentiant cette clerni6re dqnaLion, 

(62) dz=^dco,+ -=0 


D’ailleurs, des Equations' (60) et (61), on deduil 


dd- _ 
~Fi> 


it 


et, comme 

d:;=p^ dXi 4- Pn 
I’equation de condition (da) sc r^duira a 

(63) ^ da ^ -H -4 4“ =: o 

^ ^ d^i ' ddn-^lJ ^ 

Cette equation aux difl'i^renlielles totales s’lnKSgrera conimc 
au 24-4. 


266 II exisle ime classe particiiliire d’^quations auxdi'Ti- 
vees paitielles auxquelles on pout 6tendrc la mi^lliode d’mtd" 
gration par differentiation expos^e ait n® 34 pour les dqualions 
diffeientielles ordmaires 

Soient, en effet, Z, X<, . * , X/i, P^, . P/i, p des fonc- 
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lions des 2 7zh-i variables z, /?«, satis*- 

faisant identiquemenl a la relation 

idZ^V.dX,^ 

( =p{dz — p^dxi— — p,^dXy,), 

Supposons qiie, les variables Xn lestant indepen- 

dantes, on pose 

dz _ dz 

el qu’on veuille determiner z par Tequation 

Zrro, 

on aura la une equation anv derivees partielles dii premier 
ordie qubl s’agit d’mtegrer 
En la diirerentianl, on aura 

dZ — Q 

et, en tiranl la valeui de dZ de Fidentite (64) et remarquant 
qu’on a par bypothese 

dzzzz dxi H- H- Pn d v^, 

il viendra 

Pj c/Xj *4- . H- P/; d\fi zzz 0 

On pourra salisfaire k cette equation aux diflferentielles 
to tales 

Ou bien en posant 

P^czrO, . f P,^zr:0! 

ces equations, jointes ^ Z = o, determineront une integrale 
sin gu Here, 

2 ® Ou bicn en posant enlre les X un certain nombre d’e- 
quations do condition 




n-0 
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qui, joinleb aii\ siiivantes, 

■- 'd\, ^ 


OIUPIIRE III. 


->^4 


dfr 




el a I'^qnaiion Z= o, fournironl unc inlegrale g(5n6ralc 
Poiu' ti Oliver la foi’me gi^n(5ralc cles <5quations aiix delivers 
paitielles da premier ordre auxqnclles lam^lhodc pr(^c(5dcnL<‘ 
est applicable, nous aiirons a d^Lci miner, par Ic piocedo qut 
a deja etc expos6 pliisieurs fois, la lorme gencbMle dcs foac- 
lions Z, X^, Pf, p qiu satisfonl^ Pcqualion aiix diffeicnUcllcs 
totales (64) 


267 L’equation aiix difTi^rcnlielles loLalcs (64) dquivaul 
evidemment au sysleme des (Equations siuvanlcs aux deiivi^es 
par Hell es 


(65) 

( 66 ) 
(67) 


^ ~2/ 

i^_V T. iX, 

di-i 2uk I 

dp, Zik 


= P, 


"■ — P/'o 


O 


Ces equations peuvent 6Ue remplac<5ps par d’aulres, d’une 
forme tifes remarqiiable, et que nous aliens diablir. 

Nous designerons, pour abr(5gor, par — I’opeialion 

d d ^ ‘ 

^ et par le symbole [UV] rcxpresbiou 

[UV]=Y (~ - -'lY 

Zj\0pt dxi dpi dxt)‘ 

A la place des Equations (G6), on pent dcrire les suivanlcs 


( 68 ) 


_V P ffx 

Zik dx. 


= 0, 


qui s’en d^duisenl, eu y ajoutani la premiere Equation mul- 
lipliAe par p,. 
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Ccia pos^, donnons aiix vauables independantes pi 

deux systemes disLincts d’accroissemenls mfiniitient peliLs dz^ 
dxi^ dpi eL Sg, S;rf, 5/;^, saLisfaisant aux relations 


(^9) 


d. 




Soieni^/Z, c/X/, dVi ct 3 Z, SX^, SPj Ics diilerenticlles cor- 
icspondantes de Z, 

L’ldcntite 

dJj — j = p (^Iz Pi I 

difft^reiiti^e par rapport aux S, donneia, en tenant compLc 
de (69), 

s JZ — ^ ( 5P, (T^, + P, 3 ^/X,) 


I 8 dz — ^ ( Ipi nfz, -H /?, 8 dosi ) j 


Permutant les d avec les S et retrancliant la nouvelle ocjiia- 
lion ainsi obtenue de la prtJc^dente, il viendra 


(70) ^ (dPi 8X1 — dXt 8P J = p^ (dpi dxi 5/?/)* 
Or on a, d’aprfes la relation (69), 



Substiiuons ces valeurs dans I’idenLitt^ (70) et ^galons s^- 
par^ment ^ z 6 ro les coefficients des divcrses diflP^rentiellcs 
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dp^i dxii, s! vicndia 


('iiAPiinE III 



()PK 

ilh, 

dll 


3X,- 


3X,- 


^Ph 

/JIl 

d hi 


SP, 

Sl\ 


1 


d’oii, en changeant les S cn o? el rdsolvanl par rapport aut 
quantiles dpj^^ 



Ces Equations doivenl eti'c iclonlKjues a cclles qnc Ton ob- 
tiendrait en r^solvant les 6qualions ( 71 )? (7i?) par rappoii 
aux dxfy^ dpji Les deux determinants 


d-Kt 

dX, 

dhk 

Opk 

d\\ 


dXk 

Ofh 



I dX\ 

_ r 

p dph 

P d'pk 

I ^ 

I f/X; 

p dx/, 

P dx~k 


satisfont done k la relation AAj = i 
MaiSj d^autre part> si dans A| on permute les n premieres 
hgnes avec les n derniferes, puis les n premieres colonnes 
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ivec Ics n dernicrcs, si Ton fail soitir dii determinant les lac- 

icLiis - et — I, communs a line meme ligne on a ime m^me 
9 

coloiine, el enfin, si Ton permute les lignes avec les colonnes, 
il viendra 




I 



A 


De cette equation, combiii(§e avec la preccdente, on d<5- 
duit 


A2— pS'i. 


Done, si p n’est pas mil, A seia different de zero. 

On en dedinl que les fonclions Z, X^, sont indepen*^ 
danies Consideions en elFet leiir jacobien 


dZ 


07. 


dzi 

dPn 

<JX, 

(jX, 

<)Xi 


dii 

dPa 

dPa 


OJ. 

dz 

dxi 

0p„ 


En ajoutant aux colonnes do rang 4 ~ J la pie- 

micre colonne, respeclivement inuUiplice par /y, , . , on 

aura 


07 

d7. 

Oz 

dxi 


dXy 

Oz 

dXy 

OP,, 

clP. 

Oz 

dXy 


()Ph • 


ReU"anchon=; dc la premiere ligne les n suivantes, respec- 
tivement mullipli^^es par P,, . . . , P/i 5 il viendra, en vertu des 
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eqnauons ( 63 ), (67), (68), 


CIUPIIKE 111. 


J- 


p 

0 

0 

dX, 

c{\ 

dX, 


dxx 

dpn 

dP„ 

dV , 

dP_, 

dz 

dxi 

dpn 


:pA -dzp 




Done J n’est pas mil. 

268 . Soil mainLenanl u une fonction quelconqae de 
On auia 

- V 7 . , 

!zr \ — a.r^ -1 — (f'pk 

dxi dpi 

ou, en siibstituaat pour dxi, dpi les valours {']?>)■, 

Faisons en paruculici' u = X/f, pms r-= , il vicndra 

prfX, [P.X/J rfX, - L X.X ;] r/Pi), 

P^P/i=2^([P.P/J «!Xi-[X,P/J t/Pi). 

Les diff^rentielles rfX^, 6Lant indiSpcndanles, ces Equa- 
tions devront Eire identiques, on en dEduit 

( fX.X^lrro, [P1P/J--O, 

j [P.XJ:r.p, rP.X/J = 0. 

Faisons enfin = Z L’ldenlilE (64) donne, cn remarquant 
qnecZ-G — 0, 

<iZ=^P,rfXf. 

On aura done ces noxivelles relallons 
( 75 ) [PiZ] = pP„ [XiZ]=o, 
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<]iu, jointes aux equations (74)? seront equivalentes a la 
i elation ( 64 ) 


209 Supposons qu’on ait troiive im systeme de «+i 
fonctions independantes Z, saLisIaisant aux relations 

LX.ZJ^O 

On pourra determiner sans |diificulle et d’line seule ma- 
ni^re les n-h i aiilrcs fonctions p par les equations 


(65) 

dz z 

L/' ='■ 

( 67 ) 


s’ P, §7=0: 

Opi 

(08) 

13 - 

ijr( dXi 


Les 211 equations (67) 01(68), qui doivenl dcierminor les 
n inconnuesP/, foimcnl un systeme suiabondant, mais il est 
aisc de von qif elles sonl loujours compatibles On a, en eflet, 
les idcntilds 


<[Ln fournissent n relations distuicLes entre ics A^, car 
I’un au moms dcs d6LeiinmanLs formes avec Ics elements du 
tableau 


dXi 


dp, 


dilfere do z( 5 ro, pmsqne le determinant A, qui est une fonc- 
lion hn^aire de ccs d6tcrminants, n’est pas nol 

Coci monlrc d’une part que, parmi les 2n dqualions (6*7) 
ct ( 68), il y en a n6cessairement n qni sont des consequences 
dcs autres, et d’autre part que, parmi ccs Equations, il y en a 
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toujoiifs n essentiellement distmctes, donlla zesolutioa don- 
neia ies inconnues Pa 


270 Soit 

(76) pfs.a;,, 


Al i!f 

d tfi 0^1 


une equation aux den vees partielles cntre les variables infb'*- 
pendantes une fonction mconnuc z. On pourra 

remplacer celle equation par le systeme des dcuv suivantes 


(77) 


„ f dpi \ 

dz — '^Pi dvi^zzo 


Soient Z, Xi, des fonclions de pt d('‘terminces 

comme ci-dessns, de mamere a satisfaire ii l’idenlil6 

dZ ~^Pi P do!^, 

Substituant dans les equations (7'^) les valours do pi^ 

en fonction de Z, X^, P^ et de leurs d^rivecs pai- 

tielles parrappoit a Xj, X2, on aura de noiivelles equa- 
tions 

*(Z’Xi»- .x„,P„ ,P,„ ■>■—> 

.-^P,^/X, = o, 


dZ- 


^quivalentes a I’eqiiation aux dtov6es partielles 




f)Z 

'c)X/ 


( 9 =Z_ 

dX^dXA 


Cette equation iransform^e cst du m6me ordre que la pri- 
mitive 
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271 . Les transfoimalions de ce genre, auxqiiclles M Lie a 
clonnelcnom de tr ansjoimations de contact, ontiine giande 
Hiiporlancc. L’line des plus simples cst la siiivanle, d(^ja con- 
si derc^e par Legendre, 



G’esl bien line transfoimalion de contact, cai on a 


c/Z— y' P,r/X, nr — ^ idp, 

-2^/hdx,^ 




Cette transformation est d’aillcius lecipioqiie, car on de- 
diut des Equations ci-dessus, lesolues pai lappoit a 

5 = — Z P,x„ 


III — Equations aux denvees partielles du second ordre 


272 Parmi les Equations aux ddrivees paitielles a deux 
variables inddpendaiites et d’ordie supdneur an premiei, la 
plus simple esl dvidemmenl requalion rr^ondme 

\-n ^ 


11 cst facile de Lrouver son mUgrale gen^rale* 

En effel, prenons pour variable auxiliaire la dcriv^e 

()'^Z 

on aura 


Done, pour unc valeur conslantc de y, la quantity u, consi- 
d6r6c comme lonctiou de oo seal, aura saddrivce m^'*"®nulle, 
elle sera done de la forme 


Aq “"H A 1 ,2!^ -f- 
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^ Ao, . , ^m-i etanL des quantites ind^pendantes de x el, par 
suite, des foiictions, d’ailleurs arbiLraires, de la scule va- 
11 able y 

La valeur de u etanfc ainsi determmec, on am a 
= A 0 -|- A I ^ H- -h A „ 

Designons pai Yo, • , Y„,_^ des foiictions do y, ay ant 

respecLivcment pour dcijvee Ao, .. , A,/i_,. L’ccjiidlion 
precedenle admeltra la solution parUculi6ic 

^ — ^o~^Yir4- -f- 

Pour obtenir la solution genciale, posons 
L’equation deviendia 

0 

€t donneia 

Xo, , etant des fonctions aibitraiies de x. On aura 
done finalement 

z r= YqH- Y i V + 4- 

+ Xo-|-Xir4- 

D’ailleurs Ag, , A^^^ etant des fonctions arbilrairos (ley, 
leurs int^grales Yg, , scronl dgaleinonl des 

fonctions arbitral! es. 

En particulier, liquation da second ordre 

d^-z 

dx dy 


aura pour intc%rale 
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273 Consjdcrons avec Euler I’equaLion plus g^nerj^ie 


, . ()2- 
a -h 9, b - — ^ 

dr- ()a a V 


<Pz 

C — z=z o, 

dy- 


a, b, c 6Lant dcs conslanles 

Changeoas dc variables ind^pendantes, en posant 

a,r + pt=?, Y^ + Sj = -r|, 

c?, p, Y) S elanl dcs conslanles 


On 


aura 


^ (1 , 

jL. 

0 1- 


A 

dv 

d 


o ^ d 

— p ^ 0 ~ > 

dc do 




LVquation transformee sera done ]a smvantc : 

d^ d- ' 

( a 2 d a|3 + c H- ( a -h o d yB 4- C 5^ ) 






-h 9 [r/aY -H d(ao + Py) -f- epo] ~ o 

Soil en parliculicr 

arr Y = I, P = Y = 

et )^2 les deux racincs.de I’^qnalion 
a~i-2b\ h~cX2=:o 


Les Icrmes eu 
mee, se r<^diiisanl a 


d^-z 

do' 


disparaflront, et l’(§qiiation Lransfor- 


JA. 

d^ do 


— 0 , 


a in a ])Our jnldgralc gdndrale 

AO + ?(o)== + 

f el o designant des fonclions aibuiaires 

Si IMrpiation cn X a scs deux racmes 6gales, les deux nou- 
vellcs vaiuahles ^ et o ne bei*onL pas dislincles Le procede 
J — CoiUSf III. 23 
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1 

1 







precedent doit done 6 tie I6gereincnt modilie. On pi'endia, 
dans ce cas, a = i, [3 = "X et on laisseia y cL S aibilraires 

Les quantiles a H- h\ 6 + c A etant nulles, le terme en 
s’annulcia, Tequation se icdiiira k 


€t auia pour mtegiale geneiale 

/(^) -Hcp(?)7]=:/(^-h Xj) Xj) (y^4-8j/) 

274 La melliode prccedente, convenablement gdncralisde, 
permet de ramener a une forme plus simple I’^qualion 

da. (Jf of^ 


oil A, B) C sont des fonctions de jk, cl M une fonction de 
dG dG 
J 5 -^5 d/ 

Soient, en efFet, f\ deux fonctions de qiic nons 

piendions pour noiivelles variables indcpcndantes , on ama 


^ _ dG ^ dG do 

djr di da do d^^ 

^ ^ ^ ^ ^ 

dr d? d/ d^) d/ ^ 

d?^ \dw^/ do' \d^/ "d;do di-6 d» 
dG d^ 
d^ dut- do d^^^ 

d^G ^ ^ ^ ^ ^ 

dadf d?^ d-K^ d/ do^' d^? d/ 

d? do vdvT d/ da dy) d$ d.i 2 d/ do doody^ 

d? ^ 

d/-^ d?^ Vdj/ d't^ \d// ”^^d$do d/ d/ 

dz d^i dG d^T) 

d? d/2 do d/2' 


troisiuie pviuie oiurniiR ui 
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rerons en parliculier I’dquaUon dc Laplace 

+ +N^-hP5 + Q = o, 

dj^d) di Or ^ 

ou M, N, P, Q sonl des ioncLions dc y h(Mil(‘inrn t. 
En prenant pour variable auvihaxrc la qiicUiliLc 


(4) 


Oy 




Fequation proposec pouira s’l^cnrc 
du 


(5) 


dt 


4 - 


en posant, pour abr<5ger; 


P--- 


m 

dx 


MN = A 


L’equation (3) est done ^quivaloiKc an syslc^mo des deuv 
equations simiiltanees (4) el (5), Co syslomc s’lnU'gre 
diaiement si A== o En effoL, rdquaUon 

di( T., , , 

„ ~h N a -h (), 

ne contenant de d^iavalion que par rapport !\ .r, devicndra, 
pour une valeur conslanLe dej^j dqualion au\ diHoien- 

tielles ordinaires, Im^aire et du premier ordre, doni on dd~ 
teimmcra aisement Tmldgralc gencSralc sous la forme 

tiz=zG , , 

^z^ etant une mtdgrale particulu'jrc el G une quarxtild consUmle 
pour j constant etj par suite, une fonction dc y soul, d’ail- 
leurs aibitraire 

SubstiUions la valeur dc ic ainsi Lrouv^c d»ins Ftiquation (4)- 
Cette equation, ne contenant dc d6rivation que jiar rajiport 
a y^ pourra de m^me s’mtdgrer comme une ('‘‘qualion aii\ 
differeniielles ordinaires, la condition de rcniplacer la con- 
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stantc d’mtegralion par iinefonclion aibuiaire de x On am a 
done, pour unc expi'ession ou figurent deux fonclions ar- 
bitraires, i’une de I’aiUre de jk 

276 Supposons, en second lieu, quo A soil different de 
^^ro L’<5cjuation (5) donnera 




Subslitiions cetle valeur dans (4) et posons, pour abreger, 


HIT -It *• A UJTX. f/ 

Ml = M — ^ 3- = M r 

A ay a 

' dN N dA , 

P +MN 4- a 

()}■ A ()j 


d log A 

A 

dQ 


0 logA 


d log A 


il vicndra 


d-u .. da ^ ^ 

-z: r h M 1 h N "v hPiW-f-Qi — o, 

dx ay at ay ^ 


Equation de ineme forme que la primitive Si elle peat etre 
intdgrde, la foimule (6) donnera la valeur de z 

Cette integration pourra se laire immediatement si Ton a 


O = Ai : 


dMi 


~MiN: 


dN _ ^ 

dv Ox 


d X dy d y dx 

_t- 2 A 4- ^ H- MN — P 
ajody ay 


Smon, opdrons sur la transloimee comme nous Favons 
fait sur rdquation primitive, nous ramenerons son ml6gra- 
tion ^ celle d’une noiivclle transformcc 

— ^ jy[ -- — ^1- jsf -- — I- p p Q — o, 
dx ay ax ay 
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A, 


(9N 


dy dx 
2A1 — A 


laquelle pourra se faire si Ton a 

o = A,= + 

0^ ay 

_ J^IogAi 

dv dy 

Continuant de m^me, nous aurons im nouveau cas d’lnl^- 
grabilite, si la quantity 

. d^loffAo . . 

est nulle, et amsi de suite 


277. L’dqualion primitive nc cTiangcant pas de forme si 
I’oa y permute ic el M avec / el N, nous oblieiidroiis 6vi- 
demment une seconde sene de cas d’lnlugrabililiS analogue fli 
la pr^cddenle en formant siiccebsivemcnl les quantiles 


B =P 


r)N 


B,= 


B, 


<5/ 

log B 
das dy 
dMogRt 
dr dy 


-MN, 


— H B ^h~ 


dM 

d,r 


H-2Bi— B, 


dN 

dr 


Si Tune d’elles s’annule, on arrivera 5. une transform^e 
intdgrable. 

278 Gonsid^rons I’^quation de Lioiiville 
da) d/ “ 

Posons 







II viendra 


Equations aux Bt-iuYfiFs pautiellfs. 
eL, en prenant la ddiivee par rapport 


d^q 

Of 





Cette equation pent s’ocrire amsi 


dh 



0 U 5 en int{5granl, 

|2-x(j.=F(r). 
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Sou <{/(7) = ^ 

(5 qua Lion, on aura 


riv) 

/'(/) 


une solution pax ticulitire de cetle 



F, 


- 1 ' = 


J_ 11 

2 I /'’ 


et ces equations n’apprcndront rien sur les fonctions x}' ct /, 
la fonction F <5tant arlxilrairc 

Pour avoir la solution genurale, posons 


o - -L llhl 


-h 


u ^tant ime nouvelle variable, il viendra 


du 


/'(/) 


ou, en multipliant par — 


/(r) 

~ir-’ 


f'O) 


du 

Jy 


fir) 




± .£ 11 } 

dy u 


+ X/'(j') = o, 


OU 
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Integrant par rapport ajK? vient 

■ -h V(/) -h cp(^) —o, 

d’oa 

- nr) 

11^1 

/'(/) V(r)HH?(^0 

et cnfin 

[V(r) 

279. Etant donn^e une dqiiation aux ddrivdcs partielles 
du second ordre 


oiinonsposons, pour abrdger,^=;;; = /, ,, 

proposons-nous de lui appliqner la transfornaation de Le- 
gendre. Soient 

Zz=.px-\-qy‘ — X = Pi Y = q 


les nouvelles variables, et dcsignons par P, Q, R, S, T Ics 

(7^-’ 

On aura 


derivees partielles 


d^ou 


dZ ::=z O' dp y dg p dx H- q dv — dz 
'=1 X dp y dq zzz X dX -i-y d\\ 

T — x, Q=7) 


el, par suite, 


^::::,pX+QY-*-Z 


On aura en suite 


dXzz: dp =: / dx -\-s dy ^ dYzzzdq dx ^ t dy^ 
dxz:=:dP=zKdX^SdY, ^ dyz^zdQ — SdX-y-Td), 
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el, ca 6iiminant dX. eL dY^ 

cli-=:{\\r bs) dx -h (B.5 4- S ^ ) dy^ 
dj ^ ( S 7 + T s ) 4- ( + T , 

d'ou 

R7~hS,S=:i, R54-Sinzo, 

S; 4-T5:=0, Ss +T^z=ii, 

el enfin 

_ T S R 

' — uf _ ’ ■* “ KT — S=‘ ’ ' “ RT — b ' 

L^'qualion Lratisformee seia done 
rfj^X+QY-Z,P,Q,X,Y, 

280 Nous aliens appliquei celtc Iransformalion a Toqua- 
ij^on aux derivees parlielles des surfaces dont les rayons de 
courbure principaux soxal (5gaux el de signe conlraire. 

Nous avons donn($ {Calcid di[)ei entiel, n'* 337) Feqna- 
(lon dll second dcgx(^, qui dcLcrinme ccsiMyons de courbure 
ii^gtdant t\ z6io la soinme dc ses I'acmes, on obtiendia Fcqua- 
Lion diirercntiellc clicrclxde 

(x 4- <f)r — 2pqs -(- (i -h p^)t z=z o 

Par la transform a Lion dc Legendre, el|e devienclia 

(8) (i-l-X2)R4-!?X1iS-h(i4-Y2)T=r:o 
Diffeienliant par rapport k X, on troiivera 

(9) (i+X^) ||-i-2Xy|| + (i+Y=) ~ -+.2XRHh2YS=o. 
Mais on a 

()X“aX’ (?Y~3Y’ 

_ d' r c»T _ d^P _ ()=£ 

dX ~ OX OY’ OX"' OY^ “ "OY^' 


(JR _d^v 
OX ~ OX^’ 



362 


inoisiMir pviiui'. 


cnAPiiins in. 


L’cqualion (9) peuL done s'6crire 
(ro) 




.dr ^,()t 

()\^ dY 


La diffePentialion par rapporl a Y clonncraiL pour j)/ la mfime 
Equation aux d( 5 nv 6 cs ])arLicl]cs. EnOu, on tenant complo de 
la relation (8), on vciaIicim aihemcni (fuc 

^=:PX-h (^)Y-^Z -r: .rX~H vY-Z 


salisfait encore k cette memc 6([uatu)n 

Pour integrcr rcquation (lo), nous la simplificrons sui- 
vant la m6tliode du 27 i, en I'cmplacanl X, Y par de non- 
velles variables md<§pendante& ri, qiu salisfassent a Ttiqua- 
lion aux deiivces parliellcs 


. + x.)(^ 0 ’+,xy|^ 


<)i( 

dY 


Geltc dcrnicrc Equation, ddcomposoe cn facLcurs, donne 
la suivantc 


(„) = 0 , 

dont I’mtcgralion se ramine k cello de r(iquation diffdren- 
tielle ordinaire 

dX _ dY 

1 xYzp 

on 

(12) (i-hX^^)^=:XYrpi/-~-r-^X^-Y^. 

Prenons la ddriv( 5 e de cette Equation et rempbigons-y 
^ par sa valeur , il viei^dra 
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d’oii 


dY 

= const. 

CluC. 


L’lnlegrale g<5ndralc de (la) sera done 

iH-X^ 


XYzpv/-i-->X^-Y^ 


const., 


de sorte quo le^ nouvelles variables mdependantes a piendre 
scionl Ics suivanlcs , 


I 4-X2 XY+v/- r— 

XY— ■“ 

i+X ^ \/-i— X^--~Y^ 

fibmmons Ic radical enlre les deux Equations eqmvalenles 
qiii donnent li viendra 

I 4- (i +y-) aXY? zzr 0, 

d’ou 

(i/i) 

On troiivera de nidme 
(l5) X=:Y7)H~i/3i_^2^ 

De ces deux dqualions on lircra 

I ~ r — y\ y/— I — v/~ X — /]2— $2 

— — I — 

S — 7) 5 



t’dquaLion (lo), cxprimde au nioyen des nouvelles va- 
riables prendia la forme 



ciupiTuij ni. 
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ou les coefficients M, N onl pour valeurs 


M = (X -HX^) + oXY ^ + (r H-y^) 


()X.dY 

V -V 

^^()X "^OY 


N = (.H-X.)^;j+.XY3f-^ 




Or ces deux coefficients sonL mils En oirel, I’c^qualion (n) 
a laquelle satisfonL ^ et vj peut aisdmcuL sc mcllrc sous les 
deux formes 6quivalenLes 


(i6) 

(i6y 




■V‘)3x+('+Y-)jy = o, 






X 


dy 




Ajoiitons a cette derm^re equation la donvcc do (ii) par 
rappoit a X et celle de (i6) par rapport ^ Y , iJ vicndra 




+ 2X^ 
dX 


y iJ 
- 




OY 


Prenant successivement pour u les fonctions q, on 
am a M =• N = o 

L’equation transform(^e se idduira done ^ 


d“ r 

et aura pour int^grale gen^rale 

4'(^) +T(lri), 

<& et \F etant des fonctions arbilraires. 
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2lSL II r^sultc de I’analyse qiii precede qiie les surfaces 
cherchees appartienneiit a celles dont les coordonnees 
peuvent sVxpiimer en lonction de deux paiamqLies rj 
pai des equations de la forme 

Ces dernieres surfaces jouissent de la propriete geome- 
liique d’etre cngendrees (et cela de deux manicies diffe- 
rcnlcs) par la tianslation d’une g^neraliice de forme inva- 
riable II est clair en elFet que les combes = const 
reprebentent les diverses positions d’une m^me couibe de- 
placde par allelement a elle-meme* De mdme pour les courbes 
i = const 

Nous aliens poursuivre Tdtude du probUme, pour acliever 
de piecisei la nature des surfaces chercliees 


282 Puisque x est la somme d’une fonction de i et d’une 
fonclion de /)? nous pouiions poser 

et (p dtant arbitraiies Cola posd, on a 


d’oi'i 


U 

dX 


— Xf 


J V{n)dX, 


Y etant suppose constant dans I’miegration Or les equa- 
tions (i4) cL (i5) donnent, dans cetle bypotlidse, 

c/X d\J—i — = Y clf\ -h d \/— 1 •— i, ’ 

SubsLituant ces deux valeurs de r/Xdans les inlcgralcs cor- 
respondantes, cL integrant par parties le second terme de cha- 
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cune d’elles, il viendra 


Z = Ycp($) + V^-i-^^ cp'(^)- 

H- Y6(ri)-bv/— I — y* \/— 1 — 

G designant une fonction dc Y 

Pour obtemr mamtenaiit y, nous aurons k picndre la de- 
iivee partielle de cette expression par rapporl a. Y, cn sup- 
posanl que les variables mdcpendanles soient X, Y On a, 
dans cette hypothese, en. pienantles d6riv6es parlielles des 
equations (i4-) et (i5), 


^ +Y 




dY 


dY 


” 0 , 


d\ 


“h~ 



O 


En tenant coinpte de ces relations, la d^riv^e de Z se re- 
diiira a 




MaisjK doit ^tre de la forme $(?) ^F(7i) , et son dernier 

terme ~ est une fonction dc Y, qui ne peut etre de cette 

fox me que s’ll se reduit a une cons tan te. D’ai Hours on peut 
fondre cette constante dans la fonction arbitrage (f , de telle 
soite qu’on ait simplement 

J — “H (*0 ) ^ ( 0 ) 

La quantite C qui figure encore dans Fexpression de Zsera 
une constante qu’on peut supprimer en la fondant avec les 
jntegrales* 

II ne reste plus qu’^ d(^terminer la quantity 
41 -h Yj -- Z 

En y substituant les valeurs trouv^cs de y, Z et tenant 



367 


Equations aux Dtnivi-RS piiiiifirrs 
compte des relations (i4) et (i 5 ), il viendra 





Nous avons amsi expiunc Ics Lrois coordonnccs z dcs 
surfaces chcrchecs au moycn dcs paramo ires /] 


283 Gonsid^rons Fdqualion aux d&ivccs partielles du 
premier oidrc 

(1^7) r)=o, 


ou w, p sont des fonclions donnees dc r, y^ z, /?, <7, dont 
I’uue au moms conticnne p ou cl ime foncUon arbi- 
tral rc 

Prenons les ddrivoes pailicllcs dc I’cqualion II viendra 



^du^ 


dll 


du 

did 


du 

dx 

H-y; 


-h / 

Tp 

-h ,s 

d -7 . 



~dr 


Oi' 


dp 



dr 

dv 

-1- p 

Os 

-h / 

dp 

-h S -y- 

dq ] 



~ du 


the 


du 

, du 


du 


~|” q 

Os 

-f- s 

dp 

H- L -:p 


d‘I> 

' dP 


Of 


d_i 

/ dr' 


dr 


H- q 

Os 

H- s 

dp 

-t- L -Y- 

d-yJ 

3= 0 


filiminaiK le rapport on obliendra une Equation 

du second ordre, dc la forme 


(18) Hr -h H- H- M H- N(/^ — 0, 


od II, K, L, M, N sont des fonclions dc Xjy^ z, /?, q, 
L’dqualion (17) du premier ordre esl dilc unc mlegra/e 
in Lermidiaire dc ccllc dquadon du second ordre 

Rdciproqiicmcnl, 6lanl donnde une Equation du second 
ordie dc la forme (i8), on pent se proposer avec Mongc dc 
rcconnailre si celle Equation admel unc inldgiale mlerm(^- 
diaire cl de ddlcrmincr cellc-ci lorsqu’ellc existe. 
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28 -i Supposoiis que requaLion (i8) aclnicUe unc irilegra/e 
’intermediaire (17) Soit V ce qae devicnl le premier membrr 
de TcquaLion (17) pour une d^lermination donnec a volonLc 
de la fonction <I> En cliangeanl cn (p — c, c dc'sxg'nant une 
^con^^tante arbitraiie, on obtiendia I’^qualion 

(19) V=:C 

com me cas particulier de (17) 

Toute solution de celte Equation satisfera done a I’cqua- 
tion (18) Mais elle satisfait en oulie au\ deux equations 


(20) 


(N 


dV 


(N 

rh 


(W 

dp 

dV 


dV 

(h 

dV 


_j_ 9 1_ ^ 

dp Of/ 


obtenues en prenant les d6riv6es partielles de (19) 

Tirons de ces equations les valeurs dc / , 5 pour les substi- 
tuer dans (18), il viendia 

(2l) P-l-Q^ = o, 


en posanfc, pour abreger, 


P-H 


-P'7 


/d\ 

--(0 

'3 = ”(0)’- = 


dV\ dV 

j;j Tp 


T 

dp Id* 


^\dV 

dzjdp 

dj_ dj_ 
dp dq 
dV\ dV 

\dy dz)dq ~ 


K 


■M 


N 


■P 


dj_ 

dz 


dvy 

dp) ■ 

/dvy 
\ V ) 

dV 


■N 


dY 

dy 


da. 


+P IT. 


dV\ dV 


dz J dp 



L’equation (21) doit dtre unc consequence de I’equa- 
tion (19) Mais les seules relations inddpendantes de la con- 
stante c que cellc-ci dtablisse entre cr,}-, z, p, q, 1 , t, I sont 
evidemment les relations (20). Or, si nous supposons c[uc V 

/ dV\® 

contienne p, le determinant ) des relations (20), par 
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lapport a / ct 5 , elant ^ o, on ne pouna en deduire aiicnne 
relation nouvelle, mdependante de / et de 5, done Teejua- 
non (21) ne pourra siibsisLer que si J’on a identiquenient 

P zzro, Q z=zO 

Ce sonL dexix Equations bimnltanees du premier ordre, au\- 
quellcs la fonclionV doit salisfaire En general, ellessontin- 
compatibles , inais, si dies ont des solutions communes, clia 
cane d’ellcs donnera ime lonction V, telle que Peqnation 
V= c enlrainc comme consequence Pequation (18) 


285 Ces (Equations P:=o, Q= osontdu second degre par 
lapport aux deiivees de V, mais elles peuvent etre notable- 
nient simpHliif^cs 

En effet, eliminons entre ces deux ("‘qiiations la quantile 
p nous obiendrons cette nouvelle Equation 


N 


<22) 


dV 

dy 


dV 


“h r/ — K 




dp 


II 


dV 


H-(nL~MN-K2) 


dr/ 

dvy 

dp 


d’oil Ton ddduit, en posant, pour abregcr, 
Or:::K-- 4 -JVlN-~I[L, 


(23) N 


^ ' dp Cq 


0. 


SubstiUions dans Q = o la valeur de ^~ + o' ^ Urde de 

dy ^ 


dV 


cette Equation, et suppnmons le facteur commun ^ , il vicn- 
dra 

(24) N 


dx 


dV 

p 


I /t'- / 7 ^ \ dV 

h-(Iv._hV^Cx)^ =0. 


Les deux (!!*quations (28) ct (24) sont lin^aires Si G n’est 
pas nul, on pourra prendre successivement pour ^les deux 
j — CouiSf in 24 
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valeurs dontcette quantite esL susceptible, on obtiendra amsj 
deux systeraes d’eqiiations lin^aires 


(25) 

Pi = o, 

Qi=o 

et 



{ 26 ) 

P,= o, 

Qi=o, 


et V devra necessairemcnt satisfaire ^ Tun dcs dcuv Si G est 
mil, ces deux syst^mes se reduiront k un seuL 

286 Nous avons touLefois supposd dans la denionslration 

dV ,, TCI) . dV . 

que ^ n etaitpas mil oi 1 on avail — = o, mais j- c>, on 

n’amait qu’a pei muter dans le raisonnement a; ^ p, y, 11 
avec L, et Pon airivcrait au mume r(^sultatj car ce 

cbangement Uansforme simplement Qj, Po, Q,> cn Qo, 
P2, Qi, Pi 

Notie conclusion ne seraH done en d6faul que si V no 
contenait m p m q Mais, par definition, s’ll existe line in- 
tegrale mteimediaire ^(2^, p)= o, Pune au mom a des fonc- 
tions u, p conliendra p ou q. Done, parmi les fonctions dc la 
forme p), on pourra Liouver deux lonctions distinctes U 
et V contenant chacune p oa q ot satisfai&ant, par suite, a 
Pun des deux systemes d’equations (aS) 011(26). Toule fonc- 
tion ''P(U, V) de U et de V qui conlienl p ou q j satisfera de 
inline 

On d^dmt de la que U et V doivent satisfaire touted deux 
au syst^me (20) ou toiites deux au sysl^me (26) Supposons 
en effet que U satisfit au syst^mc ( 25 ) ct V au sysltimc (26) , 
¥(U, V) ne satisferait, en g6ndral, k aucun dcs deux En 
effet, I’eqnation P^, par exemplc, dlant llm*aire, Ic r(5sultat 
de la substitui^ion de ¥(U, V) dans colte dqiialion sera 

c: ^ 

dU d\ ’ 

S <“t T dtant les resultats de la subslititUon de U ct de V 
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Mais U saLisfaasanL a = o et V a 


p,=p,- = v«^=„, 


0 n aui d 


/n 


(?'V 


()Y 


dp dV 


De inline, le rcbullal de la subslilution de 'F(LJ, V) 
dans Q( sera — ^ or \jQc n’est pas nul, Ics deux 

syslenies (aS) ol (26) cLanl sujDposds dislmcls, d’aulie pari, 

, dV , , n P 

no sonl pas nuls i la lois, enfm, si XF contient V, 

ri^esL pas nul; done W ne pourra salisfaiie a la fois aux 

deux dquaiions P^ == o, Q, = o On voil de m6me que, si 
W contienL U, il ne peul saLisIajrc a la fois aux Equations 
p2=Oj Q2= O. 

Si done il existe une mLdgrale inteiinddiairc, Tun au 
moms des deux sjslemes (^ 5 ) on (26) admeUra deux lutc- 
grales distinctes U cL V 

Reciproquemcnt, si le syst^me. (aS), par exemple, admcL 
deux inlegrales disUncLes, U cL il admcLlra comme 11116- 
grale ¥(U, V), quelle qnc soil la fonclion et i’on auia 
I’lnl^giale mterm^diaire 


^F(U, V) = o 

La recherche des mLdgrales mtermediaircs se reduU, 
comme on le voiL, a cellc des solutions communes i deux 
equations Iindaires du premier ordre 


287 . Lorsqu’on a r6ussi ^ trouver une int 6 gra 1 c inteime- 
diaue 


^F(U, V)=0, 

il ne reste plus, pour ^Uenir js, qii'^ mlegrer cette dqua- 
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tion, qui est eqmvalenLe a la pro])os6o, mais dii premier 
ordre seiilemeal Toutefois, la pic'‘sence dans FcMpiaLioTi 
d’une fonction arbitraiie rendra en general Piiilegration [)lus 
difficile 

On pent d’ailleurs oblcnir plusicurs iiU<§grales itUermc- 
diaires, soit que chacun des deux bjsicnies (a5), (y/i) on 
donne nne, soil que Fun d’eoLre cux cn foiirnisse [dusicui^ 
En eflFet, ce systeme c^lanl forme dc deu\ equations eiUn* 
cinq variables pourra admeltre dans cerlains cas jusrpi’a 
trois integrales disLmctes U, V, W II fournira alors denv 
integrales interm6diaires 

^F(U, V)-0, X(IJ, W)'=:::0 

Sapposons qii’on ait obtenu dcu\ niLegiales inlermu- 
diaires, on pourra les mettrc sous la forme 

(27) U = /(V), U,=:cp(V0 

Joignons a ces Equations la snivanle . 

dz — j)di:: 4 ” 7 d ) 

On pouira tirer p ei cj des dquations (o^) pour les subsli- 
tiier dans cette derm^re, on obuendra ainsi ime (5qnalion 
a>ix differentielles totales entie les sculcs variables r 
Cette equation satisfait ^videmment a la condition d’lntc- 
grabilit^, et son integration donnera x;. 

II y aura, en g^ndral, avantage a faire ua cliangcmenL do 
\aiiables en prenant V el V| pour variables mdcpendanlcs 
a la place de et de jp 


i88 Soil, comme application, k int^grer r6(|ualioa 


Tt- 


: O, 


On a ici H , — K — L = M = 0 , N = i , Oi = o , ct les 
deux syst^mes (aS) 01(26) se i'6duiront ^ iin scul 


dV 

dx 


dV 


dV 


dV 


'< SI 


: O. 


3y3 


% 

fQllATlONS AVX BfiRIVte PAHIIEURS 

Ce sysLcmc admel evidemmenl Ics Irois in Leg tales 

Oil aura done les deux intdgiales inteim^diaues 

7=/(P)y 

qu’on doit combmci a 

dz z;- p dx H- q d k. 

La difforenliation des deux premieres dqualions donne 

d(j — p{p)dp, 

dz — p dx — (id\ — X dp — > = ^\p) dpy 

et, en subsliluanl les valeurs de dz et dq^ 

En posant dp == o, d’ou p = c, on aura la soliilion parli- 
cuhere 

^ — cr — y(ej/ = ®(c), 

ct, on ^galant k z/ro Pautre facLeur, on aura une autre in- 
tdgrale, reprdsenl^e par ces deux Equations 

^ — P^—f{p)f — 'f(p)r 

IV — fiquations lm6aires k coefficients constants 

289. Les probl6mes de la Physique math^matique con- 
duiscnt en g6n^ral k ml^grer des Equations (ou des system cs 
d’^quations) aux ddnv^es partielles, Im^aires par rapport 
aux fonctions inconnues et k leurs ddnv^es partielles 
S’agit-il, par exemple, de la propagation de la c 
aura entre ie temps t, les coordoiin6es jk, 



CHAPITRF III 


374 TROlSlillE PAIITIE — 

quelconque du corps dludid, el sa tcmpeialure U, requalion 


(0 


dv _ d^v dnjx 

dt ^ \ djo- ^ dy^ / 


a designant ime constante. 

II faudra jomdre a cette dqualion, pour prdcisci la ques- 
tion, certames conditions accessoires qui yarieronl dans 
chaque cas. 

Si Ton considfere un espace illimitd, on renclra le pro- 
bleme determine en joignaiit a requalion (i) iiiic dqiiation 
de la foime 

poui ^1=0, 

laquelle donne en cliaquc point la tcmpdialiir'e iniliale 

S’ll s’agit d’un corps K dc dimensions dnies, on poiirra se 
donner la tempciature miiiale de chacim de ses points, ce 
qui donnera la condition 

( 2 ) U — /(.a7, cr) pour tz=zo 

Mais cette condition n’ayant plus lieu pour un poinl queJ- 
conque r, ^ de I’espace, mais sculcmcnL pour Ics points 
mterieurs a K, ne suffiia plus pour rendic la question deter- 
mmee II faudia y joindrc de nouvelles conditions relatives 
m\ points de la surface S qui limite K On pouria, par 
exemple, se donner la temperature k chaque instant cn 
chacun de ces points, ce qui donnera ime Equation de con- 
dition de la forme 


(3) V=:cp(^,y, t), 

valahle pour tons les points de S. 

La connaissance de la temperature k la surface du corps 
pent d’aiileurs 6lre remplacee par une autre donnde dquiva- 
lente. 

Si, par exemple, on salt que le corps rayonne lihrcmeiit 
dans un espace a une temperature constante, Tequation a la 
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surface ( 3 )seia remplacee par la smvanLe 

./N dU . dU 

(4) ^^<^Sp4--^COSYzirAU, 

a, p, Y ^lanL les cosmus dircciciirs de la normalc a la surface 
au points, z el h une consLanLc 
Nous avons amsi, cn general, deux sortes de conditions 
accessoires . t° conditions imtiales qiu auront lieu pour 
if = 0 clans tout rintoriciir du corps considere, 2^ conditions 
} datives aux liiniies, qiii seront vmfi^es a la limile du 
corps Lcs lines cl les aiUres peuvent etre variees d’unc infi- 
nite de inani^rcs, Ce qiii donnera lieu a aulant de probl^mes 
essentiellcinent distmcls. 

2)90 En general, les conditions accessoires, de m^me que 
les Equations aux ddriv^es parlielles, seront lindaires par 
rapport aux fonctions mconnues et a leurs d^iivdes par- 
tielles. II enrdsulte d^importantes consequences. 

Soient, en effet, U|, U2, les fonctions mconnues, 
00, . . * les variaJiles mddpendantes Les Equations aux dc- 
riv< 5 es parlielles seront de la foime 

(5) F2=:/2i ...> 

les conditions accessoires de la forme 

(6) --J 

F^, Fa, <I>i, 4 > 2 , • • • ^tant des fonctions Imdaires et ho- 
mog^nes par rapport Ua, * , el k leurs d^rivdes par- 

tielles, et /0/2? • - ? fa? • • • des fonctions des variables 

inddpendantes. 

Supposons que nous soyons parvenus k determiner : 
1° une solution particuliere U^, Ulj, . • du syst^me d^qua- 
lions aux denv^es partielles 


(7) 


Fi — /i, Fj — 0, 


- • 7 
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2 ° line solalion parlicalidre U' , U" , du syst(!;me 

( 8 ) F.^A, 

etc 

Posons 

Ui = u; + u';H- -hV,, 

-hVo, 

Les nouvelles variables Vj, Va? •• dcvront ^videmmenl 
salisfaae aux Equations 

Fir:^ 0 , F 2 =:^ 0 , , . 

el aux conditions accessoires 

^2^ • designant les fonclions das variables md( 5 pen- 

dantes que I’on oblient en substituant dans <[>i, ^ la 

place de U^, Uo, les expressions 

U,:=rU; + U;-r , U,= V',^Ul-h , 

Soient, d’autre part . i" V'^, V^, le sysi6me des fonc- 
tions qui satis font aux relations 

(9) Fi — O) F2=0, , 

2 ^ V" , V^, . . . celm des fonctions qui salisfont aux relations 

(10) F^ = o, F^=o, , ^1^1=0, fl>2=cp2— 

Si nous posons 

Y2::::.V;-hV;Hh -h 0^, 

) 

les nouvelles variables 9 j, So, . . saiisfcront aux relations 

Fi=:o, Fa^o, ; ^^= 0 , ^ 2 = 0 , 

Ces equations^ ^tant lin^aires et homog^nes par rapport 
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aux foncLions iiicoiinues el a leius clcu\ces, admeUronl la 
solution 0|=o, Oorrzo, el n’cn admcLlront pas d’aiUie, 
puisque le [n'obleme csl enli^rciuent deleiunuie On auia 
done rmalcmenl 

U| U'l U'i H- H- Vi + V'i , 

* 5 

el Ton voil quo Li rdsolulion du piobl^me piimilif s’ob- 
licndia on delermmanl ime solution pailicuhere do 
chacim dcs systemes (7), (8), , 2° la solution dc chacim 

des sysl(^incs (9), (10), 

La question sc tiouvc ainsi ramen^e k d^autres problenies 
plus simples oii tons les seconds membres sont nuls, a Fex- 
cephon d’un seal 

Dans la plupart des applicationSj les dqualions aux de- 
nvdes parlielles ( 5 ) n’ont pas de seconds membres, on 
pourra done poser plus siinplement 

, u,=v;-hV'-h , 

^1’ ^25 * > ^25 > solutions dcs sys- 

t^incs suivants ‘ 

Fi— 0, F2=:o, ; ^>2 = 0 , , 

Fj — o, F2=0, , ^1*2= T2? 

. . . J . ) , . , , 

291 . La decomposition precedenle du probleme propose 
cn problemes plus simples est souvent utile , mais il n’est pas 
loujours ndcessaire cl’y avoir recours Nous admettrons done, 
pour plus de g( 5 n 6 ralit^ dans les explications qin Yoni suivre, 
qu’elle n^ait pas 616 faite compl^Lement, de telle sorte que 
I’on ait k int6grer un syst^rae form^ d’lin certain nombre 
d^(§qualions aux d^riv^cs parlielles lin( 5 aires et sans seconds 
membres 

(rr) Fi = o, F2 = o, . , 
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line solution paiticnli^re U' , U" , du syst^me 

(8) F,rr:0 
etc 

PobOES 

Ui::zzU;H-U';+ 

Ug U ^ -h U g + H- V g; 

Les nouvelles variables V|j V2, .. dcvront ^videminenl 
salisfaiie aux equations 

F, = o, Fj = o, 

et aux conditions accessoires 

^l=9l— 'I'U 4'2=?2— '1'2, . , 

‘I'f) 'r'l' ddsignant les fonctions des variables md^pen- 
danles quel’on obtient en substituant dans <&,, <Fj, . . 4 la 
place de Uj, Uo, les expressions 

u,=u; + u;-r , U2=u; + u;+ , 

Soient, d’autre part i° Vj, V'j, . le sysi^me des fonc- 
tions qui satisfont aux relations 

(9) Fj= 0 , F 2 = 0 , , <!>,— tp,— l|;,, 'I' 5 = 0 , . , 

2° V', V'', . . . celui des fonctions qui satisfont aux relations 

(10) F, = 0 , F 2 = 0 , , 4.,2=0, -I>2=:(p2-<1<2, 

Si nous posons 

v,=v;+v';-H ,-(-6., 

V2=v;-^v';h- -HO2, 

» 

les nouvelles variables 60, . satisfcront aux relations 

Fi=ro, Fg— 0, ; ‘**2=0, 

Ces ^quationsj ^tant lin^aires et homog^nes par rapport 
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clair que le resulUl de ]a siibsLituUon de ccs mtegrales, dan* 
I’une quelconque des (SquaUons (i j) 011 (12), bcra 

(16) ^ , 

MdcstgnanLler( 5 sul(aldclasubsLiUilion de * MaisM 
esl mil, pai bypolln^sc done FioLegrale (i6); ayant tons scs 
elomeiiLs mils, seia nixllc ellc-meme 

Cela pose, nons tdclicrons de determiner le champ de 
rinU'^grnliOTi et la loncLion aibilraiie cp, de lelle sorle que la 
soluUon (i 5 ) sahslasse au\ condilions (i 3 ) Si nousy parve- 
nous, nous aui'ons salisfaiL a Louies les exigences du pro- 
blemo. 

293 Dans le deiixi^me cas, on siibsUluera successivemenl 
dans la foi mule (i 4 )) pour les paiamcLics a, [ 3 , , Ics divers 

syst^mes dc valeiirs dont ils sont suscepliblcs , on obliendra 
ainsi une suile illimiK^e de soluUons 

V' V' V'' V" 

^ i) ^2? J 

Nous obliondi’ons ime nouvelle soluljon plus gcndiale en 
posanl 

( 17 ) + , Y,:r=c'V'-rO'^V'^ , 

c', , . desjgnanldes consLantes arbilianqs 

II esL clair, en effel, que le rdsullaL dc la substitution de 
CCS valeurs dans I’une quelconque des equations (it) ci (i^i) 
sera de la forme dcsignant 

les r6sultals respectivement oblenus par la siibslitution des 
diverses solutions simples. Or IVr, .. sont mils, par by- 
polliese; done c'M'-h le sera, cL les series (17) 

donneronl nne solution. 

II resLcra k d^teimmer les coefficients arbitraires c', , 

de telle sorfce que ces series soient convergenles et satisfas- 
sent aux conditions (i 3 ). Le probl^me sera d^s lors r<5solu 
Nous aliens ^claircir cette m^thode par quelques exemples. 
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jointes a des condiuons accessoircs doiil les uues 

(la) ^2 = 0, 

n’aiiront pas de seconds membres, tandis quo les aiiLres 

(i3) 

en auront 

Lamarche generalement siuvic pour rdsoudic les questions 
de cette natme est la suivanle 

On ndglige provisoirement les conditions (iS), Ics equa- 
tions conservees (i i), ( 12 ) ne suffisant plus pour la dcleimi- 
nation complete des fonclions mconnues admellront unc 
infinite de solutions 

On t&chera d’en determiner des solutions particuli^res. 
Dans tons les probl^mes quc Fonsait lesoudie, on obUendra 
sans trop de peme une infinite de solutions simples de la 
forme 

|V2=/2(f,a., ,^,{3, ), 

oi, . dtant des paramelres variables d’une solution k 
Fan tie 

Deux cas seront ici k distinguer, siiivant quc les valeurs 
prdeedentes constituent une solution, quelles quo soicnlles 
constantes a, p, , ou seuJement pour cellos de ces valeurs 
qui satisfont a ccrtaines relations (par exemple, pour les va- 
leurs enti^res de ces constantes, ou pour ccllcs qm sonl les 
racines en nombre infini de certaines (Equations transcen- 
dantes que Ton formera dans chaque cas). 

292 Dans le premier cas, les mt^grales d^linies 

(i5) P> P) • )Adad^ . , 

donneront une nouvelle solution, quels que soientle champ 
de Fint^gration et la fonction ^(a, p, . . .) En effet, il est 
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clair qiie Ic r^sului de la subsliluUoa de ces inlegraleSj dan^ 
Pune qaelconque des (Equations (i i) 011 (iri), bera 

(16) , 

MdcsignanllcrdsiillaldclasabsLiUiLion de/^j/a, . Mais M 
esL niilj par hypolli^se done I’lnlegrale (16); ayant Lous scs 
elcmenls mils, sera niille cllc-meme 

Gcia pose, nous idchcrons de ddLermmer le champ de 
rmldgralion cl la foncLion aibilraiie cp, de telle sorle que la 
boluLion (i 5 ) salisfasse au\ condilions (i 3 ) Si nous y parve- 
nons, nous auions saLislail a Louies les exigences du pro- 
blem 0. 

293 Dans Ic deuxi^me cas, on substiluera sncccssivemenl 
dans la formulc (i 4 )) pour les parameLics 0^, | 3 , . . , les divers 
sysL^mes dc valeurs donl ils soul snsccplibles, on obuendra 
anisi une siule illimiide de soluLions 

V' V' V'' V' 

V 1) V 2? } V V 2, , 

Nous obliondions nnc nouyelle soluUon plus gen6rale en 
posant 

e", , . desigiianl dcs constantes aibilraiies 

II cst clau, en effcl, que le r^sullal dc la subslitution de 
ces valeurs dans Pune quelconque des equations (ii) c[ (12) 
sera dc la foi'mc , M', . dcsignanl 

les lYiSultals respeclivemenl obtenus par la substiliilioii des 
diverses solulions simples. Or M'', .. sont mils, par Iiy- 
pothese, done le sera, el les series (17) 

donneronl une solution. 

II rcslcra k determiner les coefficients arbilraires c', j 
dc telle sorte que ces series soicnt convergentes et salisfas- 
sent aux conditions (i 3 ) Le probl^me sera d6s lors r^solii 

Nous aliens ^claircir cette m^Uiode par quelques exemples. 
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jointes a des conditions accessoires dont les imes 

(12) <T>o=r:0, 

n’auront pas de seconds membres, tandis que les auLres 

(13) ^2, 
en auront 

La marche generalement siiivie pom r^soudrcles questions 
de cette natme est la smyante 

On n%lige provisoirement les conditions (i3)y les equa- 
tions conservees (i i), ( 12 ) ne suffisant plus pour la determi- 
nation complete des fonclions mcormues admetUont une 
infinite de solutions 

On t^cliera d’en determiner des solutions particulidres 
Dans tons les probl^mes que Von sait resoudie, on obuendia 
sans trop de peine une infinite de solutions simples de la 
forme 

(14) I p, ), 

a, p, ^tant des param^tres yariables d’une solution a 
Tail tre 

Deux cas seront ici k distinguer, siuvant que les yaleurs 
pr^cedentes constituent une solution, quelles que soient les 
constantes a, p, , ou seulement pour celles de ces yaleurs 
qui satisfont a certames relations (parexemple, pour les ya- 
leurs entities de ces constantes, ou pour celles qui sonL les 
racines en nombre infini de certames (Equations transccn- 
dantes que Ton formera dans chaque cas). 

292 Dans le premier cas, les int^grales d^fimes 

donneront une nouyelle solution, quels que soient le champ 
de rmtegration et la foncUon ^(^7 P, • • •)* En effet, il est 
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CalculanL de m^me los deux auLres inlcgrales, il xienJia 




— 


ff- i t ^ f/i I 


a \Jt ') asjl o (7 


L’mlegiale 

/ /“/(X,,x,v)U"cAJ,.^fv 

e.<^ ^ 00 00 *'—50 

s(‘ra encore imc solution 

Leltc expiession pent sc Lran^foimcr en posant 


a \U 


v — y . 

i> a \'l 




II viend 


1 a 


U: 


„i .*^1 /ir ,1.S0 

H- •» ;)/■ ~h 2« \/z|3, ^ -f- 

-CO • 


X 


-3 . 




<]etlo valeur deU se red ml pour ^ = o au prodiiiL do / [x^y^z] 
par les irois mldgi'alcs simples 


I Z*"® T /*'* T 

/ e r/y, — / e”''i'V/Y. 

y'* ( » yTC — 00 y TIT t,/ 00 


Mais on a 


““ / e (h -r^z — I e rh = i 




(l, 11, n“ 1G3), cl de m^ine pour les deux aiitres mtdp^rales 
L’exprcssion U satisfera done X la condition mitjale 

U =r:/(j', I"? '^) I^our tzizo 

Cl seta la solution du probl6me* 


295. Propagation du son dans un espace indy^fini — On 
a requation aux dcriv6es particlles 
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avec les conditions mitiales 


ClIAPITUE III 




pour ^ = o 


On pent poser U = U^H- U'', U' et U" cLanl les solulions 
obteniies en combmanl a rcquation differcnticlle les condi- 
tions imUales 

Ct 

' d\y 

Calciilons d’abord U', 

On voit imniediateiiicnL cpi’on salisfaiL a Fcqualion aa\ 
d6iivees partielles et a Isi condition iniliale U'= o par la so- 
lution simple 

= cosM sin a/ , 


ou nous posonsj pour abidger, 


M rr: u[a) — X) -h v{ V — |ji)-h ir{z — v), 
/ =z\/u^^ r--h n’- 


On y satisfeia plus gdncralemcnt par J’lntegrale 


(^9) 


s 


F f /* , U V ) 


cos M sin ar t d\ d\i ch da ds> dw^ 


F designant line fonction de X, [a, v, qu’on pent choisir ai- 
bitrairementj amsi que le champ d’mldgralion 
Les variables (q (p d’lme pait, \ p., v d’aulie pari, ])eii- 
vent 4tie consider^es coinme des coordomidcb iccLangulaires 
Rempla^ons par des cooidonnecs polaircs; , 0, cp, ayanl 

[)our centre Foiigme et pour axe polaii’c la dioite qiu joint 
Toiigine au point ^ — )x, jk — [a, a; — v Remplagons, d’autre 
pail, X jAj V par des coordonnees polaircs 0', ayanl pour 
centre le point £ et pour axe polaire une parallclc aux z. 
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On auia 

\'=: X sinO' ooscp^, 
p. m - 1 - / ' sin 0' sin cp', 

V =r ^ -I- COSO', 

— X)-h v{y — p)4-(^(j3 — ^))^r r* cosO, 
dii d9 dsv smG drd^ d 
dX dix dv zzz r'- sin 0' dr ' d(^' d(^', 

L’mtdgrale dcviendra done 

^ F cos(/ / ' cosO) sin a/ 1 r sinO d/ c/0 do i sin 0' d/ ' r/0' do' 

Supposons que le champ de Ihntcgiation soit pour 0 el 0' 
dc o a TT, pour cp el cp' de o a ^ ct / ^ de o a oo 

Les mlegralions pai rapporl a cp el 0 poiuronl s’e'ffectuer 
en remarqiianl que sm 0 c/0 = — ^ cos 0 Lhnlegrale de- 
viendra 


4*^ siu ;-7 ^ sin ar i sin 0' d / ' c/0' do' df 

'> 7T S F r' fcosr^/ ' — at)-- cos / (/'h- a^)] suiO'c/O'c/cp' dr dd 


On pourra encore effectuer les ihtdgi'alions par rapport 
a / ct 7 ' en appliqiianfc la formiile de Fourier 

/ ( /(P)C 0 S{J(P— . — ^|/(r-H0)4-/(ct---0)] 

d/unonlr^e au t 11, n° 

Soil, en effel, une fonction egale A Fr' quand 

r' yo el niille quand d do On aura 



Fr' [cos; (/' — at) — cosr(/'-H ^^0] 

{d) [c()sr( r' — at) — cos / (/'-+- at)'] dr' 


= ^ [i};(a/4- o) •+• — o)] — j «/H-o) -h 4'(— ai — o)]. 
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Cette fonniile suppose sculcmcnt i“ ([iie la foi^clion ijj ,i 
uue vanalion limitec entre — oo et -h co on, oc qiu revienl 
ail m^me, que a une Vdiiatioa luuilee Je o a oo; y” (fue 
Tin U'gralc 

r m f clr^ 

‘ oo ^'i) 


est finie Si nous admeltons en outre ({ue !a (oncUon 1^' esf 
contmue, le second nieinbrc de rcxpu'ssion pri'u'edcMile b(‘ 
leduiia, SI ^ ;> o, a car i[/( — at) s(‘ra mil , si / i», 

il se reduiia a — — at) J^aifin, si ^ o, il sc rdduua 
a zeio 

On aura done, pour toute valcui do 

r oo ^.ao 

dt I F/' [cos/ at) — eos/ (/' \-(/t)\dr’ 

^0 ‘■‘'0 

— rcUF^jc-h at' sm O'cobcp^, j ad sin 0' siu'^', z-\-ad eosOM> 


d designant le module cle t 

Nous obtenons amsi, on suppriinanl les laelems conslanls» 
comme solution de Tequalion aux ddrivees partiellcs, IVx- 
pression 



7C 

t F(d7 ad bin 0' cos 




r~h ad sin ONin cpb -ci-h 

X siuOO/tV <■//* 


Pour ; = o, cette inlegrale s’duaulc, et sa il(5rivtSc sc rd- 
dull CYidemment k 


.,27C ^TZ 

f / -f f =) sxnfl'fA)' ^/tp' , 3). 

f 0 v'o 

Nous satisferons done k Louies les conditions du pro- 
bleme si nous posons 

Nous obtiendrons ainsi, comme solution, Finldgrale dd- 
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fin 10 double 

^ / j ^/i H- a/f' sinO' cosep', j sinO' sm<p', -5 H-- cosO^) 

X smO' fl?0^ d'^' 

290 (Idlculons lUcimlenanL 

Oil salislail cviclciiim6nL a I’equation diflerenticlle et a la 
coudition HuLiale 


dW 


poui ^=0 


par la soluLion simple 

cosM cosar 

et plus g^ii^ralcmonl par Tmtegralc dofime 
^ F ( X, (X, V ) oos M cos ai t d\ d^ du dv dw 

- ^ ^ 0 ]lPii cos M sill a/ td\ d[x d^ du d9 d^v 

Ot a \J r ^ 

d 

^ Wl I I ^ "1“ sinO' sincp', ^ 4- a^'cosO^) 

X siiW d^' d(f' 

D’aiUeurs, pour ii =ro, cette expression sc reduit a 
/i'rcF(.r,/,xr) 

On salisfera done k loutes Ics conditions du probleme en 
posant 




ce qui don n era 


j ^ 

7 — Ta / / H“^^^smO'coscp', /W-a^'sinO'smcp', ^H-< 2 ^^cosO') 

On tiura enfin 

U^U'-hU^ 

Cette solution suppose toutefois, comme on Fa vu d’apris 
J --- Corns, in, ;!5 
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la demonslration que les foncUons 

ont une variation limit^e lorsque le point X, [a, v decril ime 
droite paitant d’un point quelconqiie z de I’espacc, et 

allant jusqu’a rinfim dans une direction quelconqiie, 2 '^ quc 
les integrales ' 

f\A>'\d,' 

prises le long de cette droite sont finies 

297 Supposons qu’a Tinstant initial il n’existe de inouve- 
ment qu’aux environs de Torigine des coordonne^es, de lellc 
sorte que les fonctions 

/i(^, -) 

soient niilles pour toutes les valciirs de z exl^rieures a 
line sphere de rayon e decrite autour de Porigine Di^crivons 
line sphere de rayon at^ ayant pour centre rorigine, on 
pourra la representer par les trois equations 

^ -h at^ sm 0^ cos 

T, H- at^ sin 0' sin cp' — o, 

C H~ at' COS0' = o 

Pour tout point Xf y, z dont la distance a cette sphere 
est >► £ on aura, pour toutes les valcurs de 6^ et cp', 

z=.(cc -\- at' smO' coscp^)^ 

H- ( j at' sinQ^ smcp^)^-!- (z •+■ at' cosO')^> e, 

Les fonctions 

/(^ -h at'sm^' coscp^ y ■+- at' smO' smcp', z -h at' cos O') 

/i -h ai' sinO' cos^p', y -h sinO' siuip', ^ 4- cos O') 


/ 


et 
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-seront done nullcs clans tout Ic champ d’mlegration, eL Ton 
aura par suite U ™ 0 

La fonction U sera done nulle a eliac[ue instant dans tout 
I’espace, saiil dans rinLcueur de Vonde sphhique comprise 
entre les deu\ spheres de rayon ad -\- t et ad — c 


298 Pi obleine de Cauchy — Considerons plus g(fne- 
ralcmenl un sysLemc de fonctions ineonnues U, V, des 
varialiles jKj determmees pai uu systeme d'cquations 

(•^o) Kz=im{t,x, y,z), 

ayant poui jnemiors niembies des fonctions hneaiies a coef- 
hcicnts conslanls de (J, V, . et de leuis deiivces par- 
tielles, el par les conditions iniLiales 

U j y, xr), y i 

dV 

f } 

1 ^ 0 sons, pour ahreger, 

— X) - 1 - p( y — [j.) -h — v) -=p, 
u, p, (V, \ {A, V 6tanL des constanLes, et 
da dv div dl d\i. dv ™ d<j 

Nous allons prouver cjuc la solution du probl^me est 
dormdc par les formules 

(if- S 



pour ^ =rr O 


oh le champ d’jntdgration par rapport k chacun des couples 
da variables Js.] p, (a, v est un rectangle infim ayant 
pour centre Fongme des coordonnees, T, 0, j. . . d<§signant 


TROISifiME PARTIE. — CHAPITRE III. 


388 

J’auLre part dcs fonc lions cle t delinies i® par les equations 
diffexentielles 

(22) ^ Tzy(^, Xj[XjV), — Wj, j 

Oil .a, - . se dediiisenl de R, Ri, . . en y subslituant 

au\ derivees partielles 

^a+p-hY+5u ^a-i-,6^-r^-6Y 

dt^ dx^ dy"^ dt^ dx^ 

les expressions 

^^{iu)^{iv)'( {ivvf, , 


'1° par les conditions initiales 


( 23 ) 


0 — cpCt, |a,v), 





pour tz=io. 


SubsLituons en effet, pour U, V, les valeurs (21} 

dans Tune des equations (20), la premiere, par excmple, 
comme on a evidemment 


dU 1 

dt (271:)'^ 

dU _ I 

dx ( 271)3 


s 

s 




lue^p T d^y 


} 


dt ( 27 C) 

dV T 

dx ( 27 r) 



, „ c^O 7 
e^p -7- da, 

dt ' 


me^P 0 da, 


y 


le lesultat de la subslituLion dans R sera 


( 2 7 t :)3 


^ e^PS^da 


ou, en vertu des Equations (22), 

(24) - X, p.,v)< 3 ?a 
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Oi on a 

gnt(a;-X; Qiv{y^\i.) qUv{z-^v) 

[ COS U [x — X ) "h ^ Sin M ( a; — X )] 

X [cos (7 - - [x) ~h i bin P (7 — [x)] 

X [cos(:v(^ — v) -H I sinpp(ij — V )] 

Effccluant les piodaUs, on obtiendra hmt termes qui 
I0US5 a Fcxceplion d’un seul, conliendront un sinus en fac- 
leur 

Considdrons un de ces lermes, contenantpar exeinple le 
facteur sin2/(^ — 1 ). Les elements qu’il fournit a Tintegrale 
pour deux valeurs egales et opposees de u se detruiront 
Au conLraire, les (^Idments fourms par le lerme 

cosw(^ — X) cos (^(7 — (x) COSf?^(^ — v) 

poul des valcuis ogdles et conliaiies assignees a Pune des 
quantites u, p, (p seronl egaux Lbntegrale (^4) se reduiia 
done a 

~3 ^ cosii(jr — X) cosp(;' — fx) cost.p(:j — v) T^(^, X, (j, v) da^ 

//, p, (P ne variant plus que de o a 00 

La double integration par rapport a X donneia comme 
icsultat, d’apres le theoreme de Fourier, 

i cosp(7 — [j.) co3fT'(i:— •v)w(;!, os, \i,'t)dv dwcl^d^ 

Integrant par rapport a e et p, on aura de m^me. cominc 
KiSuJtal, 

~ ^ cosfp(i; — v) ^,7, v) dw c^v, 

et enfin, en mtegranl pai rapport a (P etv, 

y,z), 

ee qui cst pr 6 cis(§mcnt le second membre de liquation aux 
ddrivdes partielles. 
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3go 

Les conditions imtiales sont egalemenl salisfaites, car on 
a, pour t =z Oj en vertu des equations (?3), 

> 

et il suflira de changer w en f\i . dans Ics laisonne- 
ments precMents pour montier qiic ccs expressions sunt 
respectiveinent egales a 

299 Pi opagation de la chaleiu dans ane barre inde- 
finie dans un sens — Nous amons Tequation aux dcrivdcs 
partielles 

dU 

dt ' 

avec la condition initiale 

U =y(a7) polu ^^o, x'^o 
et la condition a la liinite 

U“Cp(^) pOur^=r:0, 

laquelle donne, en fonction dn temps, la temperature a Ton* 
gine de la baire 
On pouria poser 

Urz:lJ'-hU% 

devant satisfaiie aux conditions 

U'rr:/(^) pOur if rrr 0, ^ [T ' 0 , 

U^=o pour 07 — 0 , 

et W devant satisfaire aux conditions 

l!"rr:;0 pOUr ^ =i: O, 07 >0, 

pouro? = 0* 
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La solution du piobleme seia done Fint^grale double 
^ J — X) -~cosu{cc-\-X)]f{X) dudX 

on, cn cffectuant ] ’integration par rappoit a comme an 

n" 294, 

/*“ r _ f ^ 

(25) / /(A)d\le - 

2a\/TzC J 0 




300 Passons an calcul de Ce pioblcinc sc ram^nc au 
precedent, comme nous allons le voir 

Nous tiaiterons d’abord le cas particulier ou <p(^) se rddiiit 
a la constante i On aura, dans ce cas, 

W, 


W ctaiit line nouvelle solution qui salisfasse aux relations 

\Y — j poui ^ r“ O, X r - 0 , 

W o pour ^ “ o. 


(^ctLe derniere fonction s’obtiendra cn posant /Qk) — i 
dans la foimulc (2.5) On aiiia done 





LL_: 

4./ i 





Cette expression pent se simplifier Cbangeons, en efifel, 
de vauables en posant, dans la premiere des mtcgralcs ci- 
dessus, 


cc ■ — X 
2a\/t 




et dans la seconde, 


^ -I- X 
2 a\J~t 


r~p. 


Elies deviendiont respectivement 
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6t auront pour soinme 



mais on a d’aillcurs 



On aura done finalemenL 

r" d?, 

^as/~L 

expression qiie nous designerons pai t) 

801 Passons au cas general ou <p(if) ne &e ledint pas a une 
constant e Nous allons demontrer qu’on a 

{26) U''" l)-\- f x{x, 

En elFet, y^(^j t) etant une solution de Tequation aiix d^ri- 
vecs parlielles et celle-ci ne cliangeant pas si Ton y change t 
en t — \ x {^7 ^ encore une solution 

Lhnt^gralcyy i — \) d\ prise enlre des limites 

constantes, seia une solution, et il en sera encore de rneine 
si la limite siipdiieure, au lieu d’etre constanle, est 6gale a t, 
car cette supposition ne fail qu’ajouler a la derivee paitielle 
do ]’int6grale par rapport a ^ le leime r, o) lequel est 

nul dans toute FiStcndue de la barre, d’apr^s les conditions 
qui ont servi a determiner la solution x('^j 0 

Done les deux termes de sont des solutions de T^qiia- 
Uon aux (16m6es parlielles Tons deux s’annulent d’ailleurs 
pour if = 0 dans toute PdLendue de la barre On aura done 


U'''^=o pom ^ o, jr>-o. 



t 
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Enfin, pour x = o, on a 

£) z:r=y(x, (~^X) — i 
ct 

Done satisfait bien a toutes Ics conditions du probicme 

302 L’expression (26) pent se transformer au mo^^en do 
I’lntegration par parties On a, en effet, 

• 0 


D’ailleurs <p(l)x(^, < — >') s’annule pour ).= et sc re- 
duit a m(o) i) pour X ^ 0. On aura done simplcmcnl 

r‘ d 

U"“-/ ^y(^, «~X)y(X)f/x 

r‘ d 

~ ^ — 


Renaplagons mamtenant t — l) par sa valour 


v/i 


f e-P’dp, 


2 a/i-X 


on a 111 a 


X 


et enfin 


V'" iia{t~\y 


dt 




U": 


^ t 

f e 
xasjizj ^ 


■>) 


^3 


(^-^X) ^cp(X)^X 


La metliode do];it nous nous sommes servi pour ramener Ic 
calcul de h celiii de est 6videmment applicable k tons 
les probl^mes analogues 
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303 C 07' de^vihr antes — Gonsideroris u^e corde Lendue 
sur la portion dc Taxe des x compiise entre O' et 1 Desi- 
gnons par U le deplaccmenl suivantrnii des axes cooidonnes 
du point dont I’abscisse scraiL x dans IMlat de repos Nous 
amons I’ecjuaLion aux deiivees partiellcs 






a laquelle il faiidra joindre les condiLions iniiialcs 
U I 

dU . / V > ^ o, o < ^ <t 

et les conditions aux limitcs 


U o pour X 
U zr- 0 poul X ^ I, 

lesqnelles exprimcnt que les extremites de la corde restent 
fixes 

Nous avons tiouve (^273) que I’mtcgiaie genex'ale dePequa- 
tion ( 2 y ) est 

U ~ cp(^ -h — at) 

II leste a determiner les fonctions cp qt cj; de maniere a sa- 
tislaire aux autres condi Lions du probleme 
. Les conditions initialcs donncnl, pour Fintervalle deo a /, 


:=y (^), 


d ou, cn intcgraUl, 

acp(^) 


^a^(x)=l /i{x)dx-hc 
do 


ct enfin 


tf(x) — ^/(x)^ 




dx — ? 
%a 



c 

2a 
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D’ailleurs, U ne cliangeant pas quand on accioitJa 
tion cp d’lme constante quelconque en dimmuant d’ 
part la fonction de la memo quanlitc, on pourraj 
mure a la generalite de la solution, snpposer c o 

Les fonctions sont ainsi c]cLermin(5es 

I’lntervalle de o a / Les conditions aiix limites cloi] 
d’ailleurs les identxt(^s 

^{at) ai) =r:o, 

(p ( Z at) H- / — at) -zz o , 

d’ou, en changeant at cn 

(p(^) 0, 

Cette deini^ie equation donncia la valeiu de cp poui 
valeiirs de I’argument compiises enlic / el 2 / En y cl 
geant a: en — clle donnera la valeiir de dans Ic m 
mteivalle 

Enfin, en y changeant ^ en Z H- a?, il vicndia 

cp(2/-f- -h 'I'C — 0, 

d’ou 

cp(? / ™ cp(^j 

La fonction cp admet done la penode 2 / II en sera 
m^me de la fonction 

Les deu\ fonctions cp et c[/j admettant la penode 2 / et dt 
connues dans I’mtervallc de 0 a 2 /, seront dctermmdes p< 
toutes les valeurs de 1’ argument 

304 La methode d’mtdgration prdeedente, due A Eal 
est spdciale an probldme des cordes vihrantcs. Lc proc^ 
de Bernoulli, quenous allons exposer, esL^ au contrairc, Vi 
plication directe des pimcipes dtablis au commencement 
cette Section* 

On satisfait a Fdquation aux ddrivees partiellcs et a 
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conditions auK limites par les solaLH)ns simples 

171'izx m%at iH'KT Di'rzat 

sin — ^ — cos — j — 5 sin — ^ — si a ~ ^ ? 

ou m designe im enlier quolconquc 

On y salisfera plus genoralement pai la si'^ric 


3{)7 




'ft, 1 miz )!) mizat 
U =: > sin -j-— cos — 2 


S"' 


iniz V niTzat 
, bill — 2 — ^ 


m prcnant loutes les valours enlieicb do i a co, 

Reste ^ determiner les coefficicntb Km cl de maniiljre a 
satisfaire aux conditions imtialos. En y subsUtuanl cette va- 
leur de U, elles deviendronl 


A,» sin • 


I 






ni'tza ^ 


et Ton y salisfera (t, 11, 238) cn posanl 

/(-) ^ 


bin — aa, 


mnxa 

~ir 


B. 


r\ f s , niTza j 


30S Jleff oidissement dhuie bar re heterogdne^ — Cc 
probl6ine depend de I’ml^gration dc rdqualion biuvanto 


(o8) 


dU 
^ — 
dt 


A./ 

dx dx 


IXJ 


]Oinle k la condition initiale 
( >.9) XJ pour i — o, a? > 0 <; X 

ct aux conditions au\ limites 

, dU 


(30) 

(31) 


_ __ /j U ;:3. Q pour ^ = o, 
A-^j4-HU = o pour«i_:X 
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La barre est supposee s’elendre siir i’axe des ^ dc 0 a X; 

I sont des fonctions de ppsiLives dans toule rdLendue 
de la barre et lepiesenlanL respecLivemenL la chalcur spcci- 
liqne, la conducLibihLe inteiieure eL le ponvoir cmi&sif sur 
cliacune des sections transversales , h et H sont des con- 
stantes positives 

On satisfait a r(3quation (‘^8) par la solution simple 
U=::Ve-'S 


7 designant une constante et V uiie fonclaon dc ou qui satis- 
fasse ^ Pequalion lineaire du second ordre 


(32) 


dx ^ dx 


isr-nV: 


~ 0 


Les Equations (3o), (3i) donneront 


(33) 

dV 
^ dx 

— /iV — 0 

pour ^ r::: 0, 

(34) 

, dY 
^TTr 

h-HV— 0 

pour ^ X 


Soient V', deu^ solutions particulieres de rdquation 
(32), Fintegralc gcneiale sera 

et cette valeur, siibstituee dans les equations (33) cl (34)> 
donnera 


’ 

r.dv .„.i 


r dY' > 1 


> 

1 

1 

+ c" 

0 





r , 1 

o' 

k-j- hllV' 
dx 

1 ~h c" 
!x 



On pourra satisfaiie simultanemcnL a ces deux equations 

cif 

par un ckoix convenable du rapport si lour determinant 

estnul Ce determinant est line fonction de 7 quo nous d6- 
signerons par 115 ( 7 ) 

Soient ro, . . les racines de Tequation ny( 7 ’) = 0 . A 
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chncune d’ellcs, telle que /v, coi^icspond ime intdgralc 
telle que la solution simple 

satisfassc a la lois a rcqualion aiix derivees paitielles cl a 
equations aux limilcs 

On y salisleia plus goneralcmcnt en posant 

et cette nouvclle expression sera la solution dii pioblcme, 
clle satisfait en outre a la condition initiale 

II ne resleia done plus qu’a choisir les coefficients A, 
telle sorte qu’on ait 

de^=:0aj?73r:X 

306 La determination de ces coefficients repose sur in 
propiiele importante des fonctions que nous allons e 
poser 

Le parametre r I’esLant provisoirement aibitraiie, des 
gnons par V cello des inlegiales dc I’^quation ( 32 ) qui sati 
fait, pour ^ = 0 , a la condition initiale (33) Ces dei 
I'^qiiations pourront s’<5criie ainsi 


(36) 

^ ,dY 

~l)Y=:0, 

(37) 

k -c /iV = 0 

ax 

pOUl (X? n: 0, 


en subsLituanl aux differentielles ordinaires des signes d c 
derivation partielle, pour me tire en Evidence ce fait que 
ddpend non seulcmcnt de a;, mais du parametre r 

Donnons ill ce parametre une autre valcur ?’ Soil la v. 
leur corrcspondanle dc V , on aura 
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Eetranchons Tune de I’autre les equations ( 36 ) et ( 38 ), 
respectivement miiltipliees par V' et il viendra 

d dY d dV' 


Ox 





j r gYY^dx^l 

j do 

K-li-vf)] 

1 

K-S-S)] 






dx Ox J 


s’annule eo 


car, pour ^2=:: o, Texpression A 

\ertu des equations ( 3 ^) et (89) 

Posons mamtenant 7=1^^ z==. 7 et etani deux 

racines distmctes de ]’6quation uj(/) = o, V et se r(5duj- 
ront a Ym et V72, et Ton aura, pour ^ = X, 


dV dV^ 

/c^H-HY=r:0, A~ H-HV'=:0, 

ox Ox. 


d’ou 


/r 


( dV dV'\ 

-V^ ) =ro. 
\ ax ax J 


L’equation ( 4 o) se leduira donC; en supprimant le facteur 

^ m-) ^ 

(40 f s'^niYndx^zo 

t/n 


uiinent petit On am a 

v==:y„, 

dV 



^ » “H 

av_ 

dV„ 

Ox 

77' 

OY' _ 

r)V„ ^ 

d^ " 

Ou. 


-EH- 
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SubshLuanfc dans I’eqnalion (4o), diyisanL par e el passant 
a la limite, il viendra 


(40 


Jo 


A 


cJl (h I 


di 


307 Nous alloub niamtcnanl etablir quc, si Ton dcbaiTassc 
Tequation ^ 11 ( 7 ) = o des lacznes parasites pour lesqucllcs la 
soiuUon V corrcspoijclante scrait identiqucmcnt nulle, les 
i acmes restantes sciont loutes reelles, iiiegales, positives et 
cn nooibte mfini 

jo Si w(7) = o aJmeltait imeracineimagiiiaire 7,^^ — (7 q- (Bz, 
ello admeltiait sa conjuguce ; = <7 — [ 3 z A ces deux racmes 
coirespondiaicnl deux niLegrales conjuguces Vw= p + 
Vf^:=zp — gij ct I’lnlcgralc 


\ 

Jq ^ 0 


clx 


aurail loiis scs elements positifs, ce qui cst absiude, pids- 
qu’elle doit 6trc nulle 

SiiiT(r) = o admettait unc racme double 7 , Tintegrale 
coiiespondante V/i satJsleiail, pour ^ = X, non seulcment 
a rSquation 

dV, 


dh 


■^hllYn^^O, 


mais a sa ddnvdc 


d.r c)f dr 


On aurait done, pour 


0^ Oo) ~d r Or ^ 


(Fob 


•^0 


Yfi da rri 0 , 


r^sultat absnrde, Lous les t^li^menta de Fintdgralc ^tant po~ 
siLifs, 

j — Cow Si III* 


26 
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3° L’eqaalion to(/ ) =: o ne peut avoir de racme 
ou nulle 

£n effel, sir^o, I — rg sera posiLif dans toate ToLOIA 
de la baire, et les Equations 

(44) /r^~/iV = o pouia.-o, 

(45) A'^-4'HV=:o pourai“X 

seront confcradictoires 

Ell effel, I’eqaation (4o), inLegiee de o a donne 

I =[/iv]o -+- r {i~gt)vdx 

^ Jo 

La fonction V vaue avec a) en partanl de la valeur lO-i I i it 
Vo, tant qu’elle ne changera pas de signc, tons les 

de Tmtegialc (I — gr)^ dx auroni egalemeni le 

de Vo, done ^ aura ce m^me signe, el, pai suite, V 
gnera de zero 

II i6sulte de la que, dans tout I’mtervalle dc o a X, 

dV 

loigne de zero et conserve le m6nie signe qiic -y- Domio 1"" 

CtJU 

quation 

A HV o pour .r ^ X 

nc pourra avoii lieu, ses deux. Lermes ayant le meme 


308 Les racines de in(r)=o sont done toutes 
in^gales et positives. II reste a prouver qu’elles soo.L 
nombre infim Nous y arnverons en etudianl Failure 



Equations aux dSriyjSes partieiies, 
tegraks de requalion (32) ou, plus g 6 n oral ement, d’une 
Equation de la forme 


( 47 ) 


dx 



-h GVzz.0, 


ou K cL G sonl des foiicLions de x 

Ou pent remaiquer mcidemment que toute equation li- 
iieaire du second oidie 




H-RV-o 


pent dtrc mise sous cclte forme En elTct, multipbons cette 
equation par un factcui mdotcimmd M. Elle deviendra 


ou 


MP 


dx^- 



+ MRV — o 



(iMPWV 
dx ) dr 


+ MRVr:ro. 


d\ 


Le terme en disparaitra si Ton pose 


d’ou 


et enfin 


d MP 
dM? _ Q 


MP 


dx, 


logMP 


M: 


'Q. 

P 

J> 


M dlant amsi delermin( 5 , on n’aiira plus qiPa poser MP = tC, 
MR = G pour avoir la forme d’ liquation vouluc. 

On pent simplifler encore la forme de requalion (47) par 
un changement de variable. Posons, en effet, 

V=:ir%; 



4o4 

il vienclra 
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K 


da^ 

dY 

dx 


K 


dW 

dr 


iL r 

dj 

dW 


:K 

:K 


IrAV 

djb 

' r/AV 


2 di? 

1 

2 dju 


d Jb^ 


iwA 

2 a 


K"-"* 


r/K 


Le Lerme en disparaitra done dc Pequalion transformer, 
1 

laqiielle, divisee par K% seia de la forme 
di- 


RW : 


309. Soil V^ une solution parliculierc de Fequation (4!7) ^ 
on aura 

De cette equation combmee avee ( 47 ) on deduit 

[ 


d dV 


V TC ^ 
dx dx 


A 

c/O/ 


K( v,^ -V— - 

' dx 


et, en integrant, 
(48) 


ou 


' dx dx 


y 


■y, 


dx 


KVf 


el enfin 
(49) 




Supposolis cpie K reste constaminent Rm el posiLif en(rc 
o et X On deduira de la relation (48) que Vi et 
ne peuvent s’annuler a la fois en aucun point de cel inter 
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valle , car on aiuaiL o = o, et I’lntcgrale generale ne contien- 
draii qu’iine constanLe ce qui est impossible 

L’equaUon V^ = o n'admel done que des racines simples, 
cL la courbey = coupeia I’axe des x en tons les points ou 
(die Ic rencontre Soient a et [3 deux racines consecuLives , 


les valeurs coriespondantes 


cliX^ 


et 


\ dx /p 


dc la derivde 


seiont evidemment de signe contraiie 

Cela pos<§, V dcsignant une autre integrale quelconque, on 
aura requation (48) qui, pour ^ = a et ^ = P, se reduira a 



Done [IvV]a et [K-V]fi seront de signe contraire, et, 
comme K est toujouis positif, [¥]« et [V]p seiont de signe 
contraire 

Done, cntrc deux racines consecutives de Tequation 
V^ — o, comprises entre o et X, il y aura au moms une ra~ 
<nne dc V u II n’y en auia d’ailleurs qu’une seule, car ce 
iheoi^me est evidemment r( 3 cipioqne 


310 Nous allons entendre cette compaiaison aux mte- 
grales V, qin satisfont respecLivement a deux equations 
diffcireq-Uelles dislmctes 


(5o) 


d dY 
dx dx 


+ GV 


= o 


d dN' 
dx dx 


Siipposons d’abord que K' et G' soient mfiniment pen dif- 
(ereiils de K cL de G el que les differences K — Iv' et G'— G 
soicnl conblamment positives entre o et X 

Admettons enfin que les mtegrales V et qu’il s’agit de 
compaiei soient des solutions correspondajites, e’est-a-dire 
tclies qu’on ail 

dV' dY 
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On deduit des equations ( 5 o) 


dx dx dx dx 


:(G'-G)VV', 


ce qui pent s’ecnre 


djb 


i r 

JU [_ 


dju 


■VK'^l 
dx _ 


:(G'™G)VV'+(K-K') 


clS 

d ju dx 


dN^ dV 

Or et > differant infininient pen de V ct dc au~ 
ax ^ ci xi 

ront le meme signe qiie ces dcrnieres qiianlUcs^ d’adlcurs, 

— G et K — sont positifs Done le second membre de 

cette equation sera posilif de o a X, ct la foncUon 


(5i) 




dj^ 

dx 


— VK' 


dW 

dx 


sera cioissanle dans cct mtervalle D’adleurs elle s’anniilc 
pour ^ = o, elle sera done positive de o a X 

Soit, mamtenant, a ime lacme de I’^quation V=: o coni- 
puse dans cet mtervalle , on aura, pour ^ = a, 



done [V']a et seiont de meme signe 

courbe j=:V traversera I’axe des x dc 


lug 7 



bas en haut au point ^ = a {fig 7), [V'Jo, etant positif, la 
courbe inliniment voisine de la pr^c^dentej sera 
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siluec au-dessus d’elle et coiipcra Paxe dcs x cn ariiore du 
point a 

Si la courbe tiaversera Faxc dcs x on 

descendant, [V']oc etani negatif, la combe seia aii- 

dessous dc la coiiibc^r el coupera encore Faxc dcs x cji 
airicic dll point a (^Jig <S) 



D’aillcars, si I’une des fonc Lions V, V' s’annole pour ^ = o, 
il en sera de meme dc F autre, par bj'pollicse 

Done, a cljaque lacinc c/ de Fequalion V = o correspond 
line lacinc infinimenl voisinc a! de Fequation o, laquellc 
sera uu jieii moindie (jiic a, cL Fequation V^=r- o aura cn ge- 
neral aiitanldc racmes entie o cl X qiie Fequation V= o 
Toutefois elle en aura une de plus si s^annulc pour X, 
car la racine corrcbpoudante de V tombe en dehors dc Fin- 
tervalle considered 


3H. Soient plus gdncdraleinent dcn\ equations 
( 5 =>) ^^K"^+GVt=o, 

(.W) 




: 0 , 


oil les quantiles Ki cl K, G^ cl G different de quantiles 
limes, mais salisfassenl tonjours aux relations 

(54) Gi-G;o, K--Ki;o de o a X 

On pourra former d’une infinite de mam6res deux fonc- 
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lions (Ic r ct d’un p«nMinclrc vaiidblc r, 

([Lii soienl, la ])Tcmiere cioissanic cl la soconclc clecroissnnte 
lorsqiic r cioiL de / o a /'i (cl cela pour tloulc Vtdeiu de x 
compxise cnlrc o cl X) cl qui de plus se rdduiscul respec- 
livemenl a G, K pour / = 7 o G| , K, pour / = / , On 
pouria preiidie, par exemplc, /o= f i - i, 

^ /(Gi — O), 

D•C(^,/) " K -1- / (Ki— K) 

Cela pose, considcrons I’cqualion 
r/ dW 

el designons par r) une solulioii de ccLte (^qiialiou, 

delermmee paries condilions inilialcs^ 

Y (^, /•) -a, \ 

, 7 \r / /y 


, .dy{r,r) . 


pOUl £C zz: O, 


a Qt b elant dcs conslanics d<!*leimin('‘cs clxoisies a voloutc 
Donnons succcssivcmcnl a / unc infinil6 de valeurs /oi 
^ vaiianl progrcssivcuicni dc /'o ^ i 

Soienl G, G', G^, K, fv', , K, , V, VS , 

les valeurs correspondanlcs dc c)C(r, /•), V(r, /), 


nous auions 


GiG'' 
K ' K' 


de o a X, 


deux fonclions conSeculives (''‘laufc dbulleuis infininicnl pen 
diUcj enlcs 

Nous auroub, d’aulrc pan, 

_ K - H“ (» V o, 

da. dx 

jJ i-G'V' o, 

(lx d X 1 


Lk 

dx ‘ dx 
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el 



V' -- 
du 


rr- V, — a I 

//V, > pom 2; = o. 

” ^ 1 / 


S] V = o RclincL uno ia( ino cc dans I’jinlcrvalle dc o a X, Jcs 
<j(]uaLioris successivos V 0, . V| = o admcl- 
Li’onL lebpccLivcmcnL, poiu' raciiies coxacsjaoadanles, d’apres 
oe qiii a cle domonLre, dcs qiianlites a, a', ^ , idles que 

Ton ait 

a ^ y' ^ ^ y y 


13000, a cliaquc raclne c/ dc V = 0 comprise eulre 0 et X 
correspond line racme rnoindre a, de rcqiia(ion Vi — o 
Celle-ci aura done dans ceL mlervalle an moms aiilant de la- 
emes quo V — o Elk' peut en avoir davanlage , car, si rune 
des oqiiaiions siicccssives 
V^n::=V(r,/^) - o, V" - V(r, 

csl salisfailc pom a X, il s'mlroduua pai la dans les 
cqualions smvanles unc nOuvelle racme que n’avaicnl pas 
les preccdenles 

L’excos A du nombre des racmes de rcqualioii Vi = o sui 
le nombre dcs racincs do V=o scia done (!‘gal au nornbie 
des valeius de r comprises enLrc /o eL qui saLislbnL a 
reqnaLion 

Y(X, r)=:o 


312 Soicnl deux valours cons(5cuLivcs quel- 

eonques dc r, on aura (310), dans rinlcivalle de o a X, 


rlVt 

// X.' 


VqvH 1 


d h 


3> o 


Lorsque V^ n’csl pas nul, qui cli differe infinimonl 

peu, sera de mfime signe, el, en divisani la relation pi'i^ce-* 
dente par la quantild positive il viendra 




dx 


KH-I 




dx 

y— 1 
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4lO 

et, plus generalement, en dcsignanL par H une constant^ 
quelconqiie, 




da 




d lb 




Yi-H-l 


Cette megalite a lieu pom toulo valeui cle coinprit^t* <1^ 
o a X et, en particulier, poui rr = X, ellc monlrc que 
pression 


■ nv(x,o 


V(\, / j 


-_tp(/), 


consideree comme function de /, est constancinient dccrc>i‘* 
saute de To a / ^5 sanf pour les valcuis de 7 qui annulent 
denommaleur 

Elle lie pouira done changer de signe qideii passant 
zeio ou pai rinfini negalif, et ces zeros et ccs infmis se sue 
cederont altcinativement 

Si^p(/o) etcp(r^) sont de m^me sigue, le nomhre bJ cir 
zeros seia evidcmment e^gal au nomhre des infiuis ; 
cp(7o ‘ > o, <p(/ i) <; 0 , il sera egal a A + i, si<p(/o)' <»- 

^(r \ ) o, d seia cgal a A — i. 

Le nombie des 1 acmes de Fequation 


3C(X,7) — + 


comprises entre /q el / ^ , sera done egal a A, A H- i on A — 1 

suivant celle des trois hypotheses prcccdentes qui aura lion • 


313 Jusqu’a piesent nous nous sommes borne a com 
parer des solutions coirespondantes des deux equations dii 
ferentielles 



£/V 

da 


--hGV 




dx) ^ dx 





EQUATIONS AUX D^lRIViiFS PARTIELLI-S. 

Soicnt maintenant V eL Vi deux solutions quelconcjaes 
de ces inemcs equations 

Nous allons ctablir qiie deux racincs conscciiLives a, jS 
^de requalion V=:o coznprennent au moms une racinc de 
I’equation V| = o, 

En elTct, soit une solution de la seconde equationy 
telle que Fon ait, pour r :=z a, 

dV' dY 
-K~ 

^ dx dx 


A la racine |3 de o comprise dans Fintervalle de a 
a X coriespond, d’apres les raisonncments precedents, une 
racine de = o comprise dans le m^me intervallc el 
moindie que |3 Mais V^ salisfaisant a la nieme equation 
diircrcntiellc que V',, enlie les deux lacines o' el [3' do 
q, il devra se trouvcr une racine pi de V| =: o, cc qui 
di^montre noire pioposition 


314 Les consideralions precedentes permetlent de fixer 
dans lino ceitaine mesurc le nomine er la position dcs ra- 
cines de requalion Vr^ a comprises entic o ct X, V desi- 
gnant une solutron dc I’dquation dillercntielle 


d 

dx 


K 


dY 

dx 




Soienl, en elFet, /cg; g\ et /ri, les plus giandes Giles plus 
pctites valeurs de K el de G dans cet intervallc Considorons 
les Equations auxiliaires 


(55) 

(56) 


d , dY , , ' 


tl-' 


,d 

dx dx 


-- /I2 —7 — T 

dx- 


Vi^rro, 


V^ et V 2 dtant des mtegralcs quelconqucs de ces deux 
equations, deux racines de V=o comprendronl enfre elles 
an moms unc racinc de Vj = 0, et deux racines de ¥ 0 = o 
comprendront etLro elles au moms une racme dc V= o, 



4 i 2 
Or, SI 
forme 
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esl positif, ie3 iniegtales dc ( 55 ) seronl de la 


Vi rr: C Sin 



t M- c'cos 



t. 


L’equation V i o a line mfiniLe de i acmes equidistanleset 

' — On peuL d’ailleiiis delcrmmcr 
S i 


donl la diflercnce esl tz 


le rap port dcs cons tan los c, de lelle sorte quo s’annule 
pour une valcur a aibi trail emeni choisic Si done on prond, 


entie o et X, im mlervalle qiielconqne d’amphtude << tu 

on pouri'cL delermmer Vi de telle sorte qn’ellc n’ail aiicune 
lacme dans cel mteivalle, done V no sauraiL en avoir plus 
d’une Done la distance de deux racincs cons^culives de 



' V 0 sera au moms eg ale a '^^7- bo nombre Ldtal de 

ces racines entre o et X aura done pour liimte siipeneure 
rentier immediatement supeiieiir an quotient de X par 


Slg^ esL negatif, on aura 


Y'. — ce 




L’eqnation V^ = o n’a aucune racinCj si c cl onL Ic 
ineme signe Done V ^ o ne pent cn avoir plus d’unc cnlrc 
o et X. 

Considerons mamtenant Pcquation ( 56 ) Si ^>2 est positif, 
V2=:ro aura une infinitd de racines ecjaulislantcs, dont la 

difference estTcy/^,et I’pn peat clioisir les conslantc. 

d’lnti^gi’alion de Lelle sorte que V2 s’annule en un poml arbi- 
iraire a Done cnlre o et X la distance de deux racines con- 

sdcLitives dc V 0 ne pourra pas surpasser el le 


] 
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nombie total de ces raciiies aura pour limile infciieure lo 
plus grand ep.lier contenii dans le quoLienL de X par tt 



315 Revcnons main tenant a Tequation 


iL k — 

(Id dx 


-higf — /)V™o 


Dcsignons par V(^, ; ) ime de ses solutions qiii salisfasse 
k la iclalion 

dV 

/i Y — O pOUl X :=:zO 

cih ^ 


On a vu quc, si / rr: o, ceite foncUon et sa dcrivce ne s’an- 
niilcnt pas entie o eL X et ont le meme signe, on aura done 


/ -- — h IIY 
(It 


> 0 


poui III. X, / ~ o 


Si done / vane de o a line valeui posjlivc R, gA — I ciois- 
sanl, constammenl pendant ce changement, Ic nombre des 
racines de Pcqualion 

O = ny(/ ) = -h IIV pouri27;=Xj 


comprises dans cet intervalle, sera (!igal a A ou A -f- i , A desi~ 
gnant I’exc^s da nombre des racines de Tequation 

Y(^, R)r=0 

siir cclui des racines de V (^, o) o dans rintervalle de o a X. 

Cette dcrmeic equation n’ayant pas de racmes, A sera le 
nombre des racines de V (^, R) = o 

D^apr^s I’analyse pr^cMente, il a pour limite mfeneure 
le plus grand cntier E contenu dans le quotient dc X par 

/(. d(5signant Ics qolus grandes valeurs de 

V -h 

yt, I, et ^2 la plus petite valeur de g dans I’lntervalle de o a X 
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Oi il est mamfesie qiie E croiL indefimnienL avcc R Done 
I’equation ny( 7 ) ™ o admel bien ime infinite de racmes 


316 Ccla pose, nous avons vu (308) qne Ic problcme du 
lefroidissemcnl de labarre revienta choisir les coefficients 
de telle soile qa’on ait 

S A;rt ~ /( 4 i 7 ) de 42^0 a X 

En admettant la possibililc d’unc solution, il sera aise de 
determiner ces coefficients, mulliplions, 'en effet, cclle equa- 
tion par ^ V 72 et integrons de o a X En verlii des relations (4 0? 
Lous les teimes de la sene ou m^n donneront une integrale 
nulle, et Ton aura simplement 



Substituant les valeiirs amsi trouvees pour les coefficients, 
nous obtiendrons la sene 



Si cette sene est convergente et a bien pour somme f{oo) 
dans tout I’lntervalle de 0 a X, Ic problcme scraresolu, mais, 
pour s’en assuier, il serait necessaire de sommer directe- 
raent la sene. Ce lesultat n’a encore 616 altemt que dans 
quelques cas particuliers 


317, Eqiiilibre de tempei ature d\ine sphere homoghne. 
— En d^signant par 1 le rayon de la sphi^re, nous auroiis 
Tequation aux denvdes partielles 



4i5 


fiQiiATio^s Au\ DrmvftFS >A»mrLiii:s, 
o.vec la condition a la surface 

U =- F ( ^ , /, z) pour j /2 _|_ _ 2 j 2 ^ 

Posons 


p smO cos4', j — p sm 0 sni Z™pcos0. 

Nous avons vu (t II, n° 236) qn’on satisfait a rcqiialion 
^xx\ derivces parlielles pai la solution simple 


U,-P-Y 


n } 


designanL line fonction dc Laplace, c’est-a-dire nn poly- 
OL^mc lioinogcnc cl de dcgie n cn smO costj^, sinOsin^'j cos0, 
5sa.lislaisanL a requation aux denv^es paitielles 


d^Yn , _JL, f I. 


1- cotO 


dY, 

do 


H- n(n -H i)Y^ -:i. o 


ILiO polyndme ainsi, detcimine conLient d’ailleurs 2 nH-i 
ooBstanles arbilraircs dont il depend Imeaircmcnt 

En combmant ces solutions simples, on obtiendra comme 
tiouvclle solution la sene 



Y. 


A la surface de la sphere, oil p == r, ccLte sdiie ser^duua a 


oo 

0 

11 reslc addteiminer les constantes qui figurentdans les Yny 
<lo telle sortc que cette valeur soil egale k Texpiession 

F(r sin 0 cQSi]^, /sinOsint)^, rcosO), 

C[ 0 .e nous reprdsenterons, pour abri^ger, par /(9, 4^) 

Or nous avons vu (t 11, 2i3 ct suiv ) qu’on arrive a cc 

r-^sultat en prenant pour Ics les valeurs particiilieres sui- 
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n^antcs 

Y„ r’' r/(8', +') p„ sino' dO’ dY, 

Oil 

— \,^ (cosy) ™ X/j[cosO cosO'-h sinO sinO^ cos( 0 ; 

X« designant la fonction dc Legendre 

318 CeLle solution pent se mcttie sons une forme plus 
(Elegante 

Remarqiions, a cet elTet, que la ioncLion generalc est 
une somme de termes de la loime 

Aj/, sin^t); sin^ ^"^•'0 cos"""^" 

D’ailleurs le pioduit sin^tjj s’expnme ImeairemenL an 

moyen des sinus et cosinus'dcs arcs (^- 1 - A) 4 '? — ' 0 ^’ 

Par la substitution de ces expiessions, Y„ prcndia evideiu- 
ment la foime 

7Ji = n 

y„ =- ^ [e;„„ cos }JI i]; -h 0 ';„„ sm //i >];] , 

771 = 0 

ou 

^mn ~ sin'«0 y, = sin'»0 Y^ 

etV^' etant des polynomes en cosO el sm- 0 , qiii se Uans- 
forineront en polynomes en cosO si J’on y remplacc sm -0 par 
I — cos-Q. 

Siibstiluons le developpemcnt precedent de Y,^ dans I’equa- 
Lion aux derivees partielles qiii definit cette foncUon, elebas- 
sons les denomiiiateuis , il viendia 

2 I sin^O -i- 3111 0 cosO ^ 2 ^ “!■" \ji{n -h i) sm^O— | cos/n'l; 

0 

— ~ / ^2 Qjf ) 

^ I [n(7Z -hi) sin^o -- | 

0 ^ 

Pour que cette expression s’annulc idenliqiicmcnl, il faut 
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dviJcmmcnt quo les lermcs qiu conlicmient le sinus et Ic 
cosinus dc cliaqiic mijiUiple dc tj; s’annulenL separemenl 
Done chacun des termes dc Y,^, piis a part, sera unc solution 
de Fcquation, ct 0',,^,^ seronl des solutions de Tcquation 
lineairo 

^ ^de 

sin-0 -h sinOcosO— + [n{?i -h i) sxn-0 — = o, 

Posons 

B -z V sin"* 0 , 

nous obticndrons line tiansfoimec en V 


bi ir 0 - - — \- (oni T ) sin 0 cos 0 -7- 

aO- aO 

-1- I /? (/i -h 0 — m{r}i H~ J)] sin^OY o, 

<1 laqiielle satislciont et 

Pienons enfm cosO “ [x pour nouvelle vaiiable indepen- 
daiitc, nous aurons une dcimeic tiansformec 


(^7) 


-I- [n{n-\- i) 


, , dW 

— 7 u {m + i)] Y = 0 


Cette equation se lie irUimemcnt a Fdquation connue 
( 58 ) (I- 




■ 2 (X~ -h 7 i{n -h i)X ; 


A laquelle salisfait le polyndme de Legendre X„(p). 

En effel, diffcrcnlions 771 fois cette dernicrc equation, oxa 

obticndra, pour di^tcrinmer nne dquation identique a 

(57) Les mt^grales de (S^) sont done les ddrivees des 

integiales de ( 58 ) Oi le seal polyn6me qui satisfasse a eette 
derm('*re (sauf im facteur Constant qiu reste arbitraire) est le 
polyn6me dc Legendre X,2([;) 

Les polyn6mes V', V'', (fui satis 

done chacun, a un facteur constaii 


J — Cour% in 


4i8 

ionctions 


TROISltME PARI IF 


GIIAPIIRE III 


^'mn. — V'sin"' 0, =: V"sin'"0 

seront egales, a des facteurs consLanls pres, a 1 cxprcssit*** 

in 

( _ ^ ( I - ^ 

qiie nous designeions par VJKix) 


319 Cliei chons la valeur de Pintdgiale 


=X , <- 




^/fX 


Siipposonsj ponr fixer les idees, n^^7i L’lnlegiaticiii | 
parlies donncia 




(l — [J®)' 




a It j 


car les teimes tout integres, conlenant i — ■ en 

s’annulent aiix deux limites 

Le miilliplicateur de X/i'([jL) sous I’ml^grale est an jt** 
nome de degae done I’mtegrale sera nulle si ri^ ^ 
n!z=z n et qu’on designe par C[jl'^ le premiei lerme de X/^ 
ce polynome aurapoui premier terme 


n{n — i) (;i — m-hi) (/z-i-m) 




(n-\~nt > ! 
(/I — })t ) I 


II sera done egal a 


( ^ H- inY 

( n — my 


X„(!x)h~R, 


R etant un reste de degie qui est sans tnfluenccj hiii 
valeur de Tint^grale , on aura done 


I 


m 

nn 


( n “h vi) f 
(n — m) ’ 





( n -h m ) ^ 
{n — in) ’ 




1 
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320 Cela pose, nous aurous 

( “>0) ^ ^ sm/?? <\,], 

•‘Ulreslcra a doLcunmci les conslanles A cl 1!, clc idle sort? 
qn’on ait 


Mulliphons cctlc equalion pai cobini^di/, et inldgrons 
3c o a 271, en icmarquanl qu’on a 


COS m bill ^ = o, 


r 

r 2ir 

COb;;^^}^ COS77l^i|j : 


d vienclia 


' *71, SI m =z o, 
( 2 7r, SI m z=:z ^ o, 



/ STT 

y (^j 4") 


cosmtj^ 


>v« elant egal, en general, a i, el a i> si m = o 

Miiluplions ceue dcrmcre (Equation par P'f (jj) nf/ji el int6- 
grons dc ^ — i ^ i, cn remarquanl qae 

( ^7 SI /^ > n', 

*««'=/ p;f(idPS((^)^F^= (n-iii)! o 

il vicndra 


Tk^ f_^ /(O, tp)cosOT.|-P"‘(p)c?,V4 

On trouvcra de nicme 
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SiibslUaons ccs valeuis cles coefficients A el B dans Vox- 
picssion. (3(j) de el leutiissons Lous Ics terixtes sous lui 
s>eul signc d’lnlegralion, apres avoir change Ics varialdes 
dhuLegiation 0, cj/, p en 0^, pour evitei louLe confu" 

sion , il viciidra 




( n — ) ’ 2 n -1- ^ 


/(Ob 4^0 


X p;f ( p ) p;f ( [p ) cos 77^ 


Mais nous avons precedemment Lrouve ceLle autre valeiir 

(O', V) P« &in 0' M' d^', 

on, eu pienant cosQ^= [P pour noiivellc variable d’mlcgra- 
lion, 

Y„= 


La comparaibon de cette valeur avec la preeddente donno 
j’egalite 

% /} __ >77 1 o 

PrT,7r ir P" ^ ( !^' ) cos m (4- - ), 

qui perraet d’evprimei la lonction 

P« = X« (cosf) — X„[|j|A'-h\/i — V» — l-^'" cos(«V — 

par line somme de produits de trois factcuis, doiit cluiciiii 
ne depend qiie de Pune desvaiiablcs p, p', A — 


321 11 est aise de verifier directcmeixt cellc forinulc Kn 
efiet, P; 7 , considere coinme lonction de 0 et <]; — tj^b ^ho 
fonclion de Pespece Y^, elle poiiira done sc melLrc sous la 
forme 

[A,„„ COS/M (4 — 4 ') -h B,„„smTO( 4 ^ — -V')], 
ou les coefficients Am,,, ^mn ne ddpenclent plus que de p' 



' tQUAllONS A.UX. DfRlYfilSS PAIlTIliLLFS /i^I 

D’ailleurs P/^ cst mie fonction pane de done les 

coefficicols B/„rtSeionL ions mils De pies, esL symelrjque 
oil [A el p' J3onc Amn sera egal a Cm designant 

ane cons I ante 

iNous lioiivons ainsi 


(6o) p„=.y\*,,p;;'(}x)p;f(iA')cos77z(^-^ ^') 

el i] nc resle plus qu’a determiner les conslanles Cm 

A cel cffel, nous egalerons les valeius prmcipales des deux 
membies lorsque Ton v po=e [a— pi'rrr co, faisant, poui abre- 
gcr, (}j — cp, la qnanLile 

cosy •:=“ (JLp'H- — [A-^I -- (j'2 coscp 

bC leduiia scnsiblcmcnl a 

|x-(i — coscp) ? sin- cp.u-, 


el 


X,Acosy)= ~ 




- (cos^7 — 


cZcos^'' 

n( 9 n - i) {n -h i) 

Y - — -J. cos^w --i-* 


aura pour valeur principale 


L- — , ^ ' biin" - cp . 


Mais 

(2 7 )®'^ sin-'^ cp =1 -- e 


1 ^ 


r 9.71 . . , 

cos cp — cos [ll — l) cp 4- 




I 9 7i(2Al' 


D’anlrc pari, 

p;f ({^) p;f ( 1^') = (1 - 1^^)" 


Jn. 


i) (rt-f i)i 

«' r 

n(H-)J 


= (-!)« 


' («— WM-[) ~| “ 2/1 , . 

^ /I. I 1 c * 


2^^72 ' 
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42 a 

La comparaison des termes en cosz^zcp dans les dcu\ 
membres de I’equation (60) donnera done, en posanL * 

SI 772 >- O, =: I SI 171 = O, 


^n(2n — l") ( /X -I- I ) I 2 \n~-m ~ ^ ^ (?l-)r fn 

/i' [n — ni) 


z.(-iyn \VliUL 


■ I ) , in — m-\~i)' 


2'^ n * 


Oni^ 


d'ou 


{71 — m)^ 9 

( 71 “h 771 ) ^ X;;i 


322 Equilibre de tempej atiu e de V ellipsoicle — Noil‘s 
devons satisfaire a I’equation 

(PV d^U 


(6i 


d^i 


dxi 


et a ]a condition aiix limites 
(62) U " F(^i, ^2^ *^3) poui 
Fosons 



Aj — ^ Xq Ao ' — Xq ^ 2 ) Ai X q Cj, 

(?l — H ^2 “+“ ^3 0 


L’eqiiation de I’ellipsoidc dcviendia 



Supposons, pour fixei les idees, qii’on ait 


2 C3 €[ 

Par chaque point de Pespace passent trois surfaces dir 
second degrd liomofocales 



(t I, n'’ ^ 33 ), orlhogonales entre elles, leurs parain^jtres )v,y 


Equations aux DfinivfiFS partielles. 42^ 

)s 2 ^ salisfonl anx incgalitcs 

ReciproqiiciTient, A cliaqiie sysleme dc valeiiis cle ccs paia- 
m^ti'cs salislaisant d CCS mcgaliLes, correspondent liuil points 
lecls, ayant pour coordonnces 

± 4 , (« = I, 3 ) 

V (^p'~^9t)(^Y ^a) 

I T, n« 536) 

323 On levera cetlc ambigiute en posant 

Xi — pWl, X2-PU2, 

On a, en effel, d’apres Ics notations adoptees dans la 
thcoric dcs fonctions elhpLiqiics (l TI, n"’"* 367 et 371) 


\Jpu Ua' 


d’oii 

(63) 


V/( ^cL ) 

(a=:=i, 2, 3). 


Si dans cos formules, qui donncnl les tiois cooidonnces, 
nous convcnons de prendre partoiil le signe 4-, a clia<[ue 
sysK'mc dc Yalciiis do ih, ih correspondra un scul point 

^{5 X4, ^3* 

Gtierchons comment on devra fane vaiier 112, ih 
obtcnir nnc fois ebaqae point reel dc Tcspacc 
l^^sons, pour ubreger^ 


(X^eO(^- e2)(X-~e3)^y(^) 


La premiere periode 





sera rdclle ct positive, el la scconde p4riodc 20)2 sera pine 
menl imaginaire. 


TUOISlli'Vir PAtlllF 


CIUPITRE in. 


hi vario do a 


dill - 


dll 


sorau'cl, cl (ou clu moins I’nue dc ses valouis) vari^-*'*’ 
on ligno drone de a -+ w,. 

Si X, v<uic do C'j {1 Oi, duti sera puremcnl imaginairo, 

Pune (los valcnrs dc Ua Vtxncra cn ligiie droile de tt> t 

(1)3 -I-* (i)j 

l^ndin, SI A,) vane de 00 a du^ scia reel, cl I’unc 
vali'urs de varici*a do o a 0)^ 

On obUendia done Lous lo^ syslemcs dc valcnrs ad 1 if ^ 
Sillies pour , "X,) pour chacim d’eux, un sciil 

hull ponds ccii '^'1 qo! Im c oricspondenl, cn faisanL va 
ijcr, eix hgoc droilCj 


III dc toq a tov,-! toi, 

^^2 d c w 3 a ^*^3 l““ Cii 2 9 

it-i dc o a 0)1 


L(‘s anlros points sc dedmnucnl dc celiu-la en cbangoaxit 
l('s sij’iies dc s(\s eoordonnocs. 

On los obuendra Urns (M chacim deux fois, en faisanL 
li^ do (0*2 a - h 4 ol U2 de ccg a (Og H- 4 ^‘^2 
Kn (illcl, les relalions 


^oco( i'O ” '^cca 

(t. 11, 371) inonlrcnL (|uc Pou a 

o'ao^d 

si I- If Oil ff' « u osi line pc^nodc. Or, k cbacpic valcm r 1 
dc Hi comprise entro ct 02 + to<, correspondent, daa«; 
tervallc dc toj u)a-h4^»^n *'t‘ois aulres valeurs dc cc g’oxirt^^ 

ll'l St* Ss lOg H*-* 3 COj ■"*“ Hi^ If^i " ""I”' ^ d“" ^ I I, 

A. cbnquo valour comprise cutre tOg ct 0)3 -H toa coji^rc'^- 
pondcnl de m^me dans Ibmcrvalle dc 0)3 k 03 + 4 ^*^2 Lroi*^ 
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2 0)3 4 2 tOg u'[ = U2 -h 2 (X>2, ^ ^ ^2> 

^ G pom Is 

{iiiihih), {lL\ll<^u^), > {ulalu{). 

^ot ail si^ne pics les memes cooidonnees ±:^^, d=^2, 
^ 1 - On vonllc aisement Cfue chacime cles combinaisons de 
^es csL loproduile deux fois Ainsi {u\ u> u^) represontera 
■^eme poinl de Uespace qne {u\ uUh), (u^ Ic meme 

^ L qiie (^z^ u[j, i^s), cLc 

Ces pielimmaires poses, prenons w^, pour 

allies indepeiidanLes, el cherchons la traiisformce de 
1.1a lion dxnei^nliellc (Ci), on a 

_dU __ Y duj^ ^ 

^ a .i rm^ /i d / ^ 0 Cl 

V cPV / 


any Y £}± 

c) 


du CL 

AUk^idiiidiLi d(hcL~dxci, Z^hOiik dxl 


dU d-Uk 


0 ^\ 


a iZidl/i d^/f \ 


dra 


V V —V 

^ Oiik dui ZucL dxc^ d^a ZuL d^^A Zja d^a 
► te a ( alcnler les sommes 

V V ^ V 

.Zja \daa/ iZiiia d^a da:<oi d^^a 


da?{x 


duk dX^ 
dX;^, d^a 


1 d^ 




I 

1 \ i 

^ (yx/c)= 


dXa, 




d^-h, 




on a 


42i6 

d’ou 


TROISI^fllE PARTIE 


CUAPITRE m. 


y ■ y ("iV, 

^ 4^a\d^a/ kf^k Jm4a.\0-^ aj 

diti dui 1 "Sn d\i d\i 

zLa. ^ ~ Iw/Jh. \/f h 


L 


d'^ui ^ I 


i/x.y 




.V — 1 

Z^a. ^•^a. .1 


2 yX/. 

Or, Ics surfaces Xft = const, 1/ = const se coupant a 
angle droit, on a 

V ^ ^ =0 

2ja.dXa. dxa_ 

D’autre part, en dcrivant par rapport a Xa. I’cq nation 

^2 ^2 /jjZ 

et posaiit poui abregcr 

^‘=1 


il viciadra 

d^ou 

( 65 ) 

(66) 


— ^cy 


: (X/, — Ci)- 

'' dXa 


dXi I 2Xa 

dxa ~ Sa h. — eZ 

? ("ikV 

Ja 


= 5!'*®‘=lr 


D’ailleurs si, dans Texpiession de Sa, on rqniplace cha- 
cune dcs quanlxtcs xl par sa valeiu 

( X| — ^g) (Xg gfx) (X3 ga) 

( ep 60^) {6y ) 

(X/ ■ ‘ 6q(_ ) ( X^j^ 6/^ ') (X/ ' X/^ ) ( X /jjr X ^ ) 


d vicnt 

®‘=S, 


la(ep — ea)(ey — ea)(Xi— e«) 


y x^ 


Equations aux DfiRiVfiEs PARriELtEs. 4 '^7 

d’aprcs la formule conniie dc la decomposition on fractions 
simples (/, m dcsignent Ics deux: mdiccs dc la suite t, 2, d 
qm differcnL dc A) 

On aura done 


S [ dill Y _ T _4 ^ I 

aL\dj' (J,! k / ^ ~ ^i.) 


Enfin I’cquation ( 64 ) derivee deuxfois de suite par rappoit 
a Xa donneraj en posant pour abieger 


(67) 




:T,, 


^ ^ d\i 

X 4 — Cot (X 4 — ^a)" 

2 827J I dX/, 

(Aa — S/f \d.X(x 


2 


T 4 - 

T 4 - 


dn,^ 

djci 

dn,, 

dxi 


S4 

S 4 


bomlnant parrapporl a a, il vicnt, d’apics (66) et (67), 


fh. '‘2dad«a 



2 S V — 


Comparanl cette 6qualxon a la pxccedente, 


)1 vient 


ct, par suite, 


'Oh 

jee \ 0Xa 

,f2±\ 


S 4 


A jimUOL \dXixJ J^CL dx^ 


A 


d^ It! 
I d X a 


lYdquation diJOTerenlielle tiansformec sera done 

^ I d“U _ ^ 

/ j (A/ A/,)(X/;i X/c) (JtlJc 


ou, en chassant Ics denominatcur ct reniplagant X2, At 



^28 TROISlteME PART IE - CHAPITRE III 

pai pu^, pu., pui, 

( 08 ) 

325 Quant a I’equation a la surface, il esl aisc dc la 
former Soil u laracine de I’equalion 

p/tmXo, 

comprise entie o et w, , on obliendia Ics points de la surface 
de I’cllipsoide, chacun deux fois, en posanL u^) = u cL laisanl 
varier de (o^ a CO2 H- 4 a)i , 112 de a tOg + 4^2 tem- 
peiature en chaque point de Ja surface dtant donnce, ou 
aura, pour 2:^3=: u, 

(O9) U::=z^{Uu Ih)^ 

^ etant une lonction arbitrauement donnee de z^|:rr:t02 a 
= (1)0 + 4 a)^ , et de — ^>3 a 2^2 = H-' 4 ^2 (Elle devia 

d’ailleiirs repiendre la m^me valeur pour les deiix s^'sLcmes 
de valenrs de Ui, qui lepresentent Ic m^me point ) 

326 On pent aisement tiouver des solutions simples de 
Tequation aux derivees partielles (68) Nous aurons vu, en 
effet ( 231 ), que poiii chaque valein de I’enliei posit if n on 
peuL determinei 2/2 + 1 valenrs de laconstante h tellcs que^ 
pour chacune d’elles, {'equation de Lam^ 

—[n{n-hi)pu-^ h]x=:o 

admette une soluLion particulicre 

M(tO=:NP 

qin possedc les den's: pdiiodes 4a)i et 
Posons, ])Our abrdgcr, 


M(m,) = M,=N,P„ 


, M(k,)-M3=N3P, 
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Le pioduit MiMoMs satisfeia a PequaLion aux deiivees 
parUelles, carle resultal de la substitution sera 

Mi M 2 Mg ^ [n (n H- I ) P Ua H- ^0 ( P —puy). 

quanlite identiquemcnt nulle 

Cette solution simple, exprimee en fonction de 
sera unpolyndme entiei , car N etant im piodint de facteuis 
de la foime daoU^ N^N^Ng seia un piodiut de facteuis tels 
que 

CCa 

*^ao ^ao ^^ 2 '^ao ^^3 — 

D’autre part, P^P2P3 sera iin poljnumc entier et symt- 
Irique par rapport aux qiiantites p , p ?/>, p Oi celles-ci 
sont les idcines de Pequation dii troisieme degre 



dont les coefficients sont des polynumes entieis en 

327 En associaiit les solutions simples qiu precedent, 
nous obtiendions une sene 





) 


qui resoudra le piobleme propose si les coefficients Ca pen- 
vent etre determines de mamere a salisfane a Tequation de 
la suifacc 






rcprescnlant la vdleur de pour = u 


328 En admettant provisoiiement que la fonction ^ soil 
susceptible d’un d^veloppement de la foime (70), ilseia aise 
d’en determiner les coefficients 



TROISitS'VIE PARTIF 


GIIAPITRE ni. 


4^0 

Miiltiplions, en efFet, Tegabte (70) (,p?^4 — ^^^2) 

cl mlegions par rapport a de 002 a t02 H- 4 par rap- 
poll a ^^2 de CO3 a t03 4-4 <j^2j I’mtegiale double 

^ Mg'-’ ’ (pz^i — pii2)du^ duoy 

qui miiltiplie est le determinant des quatre mtegiales 

simples 



I 2 1=^ 


J2= r M»> M</' du^, 


Ce deteimmant est nul si i^k 

En effetj sont solutions de deux equations de 

Lame diffeicntes, telles que 

i)pw-h -o 


On en dcduit 


[;i(/iH- i) — n' {n^ ■ 


^ MU) M(^) 


d^^MU) 




= -1 


did' 


dm^) 

du 




did 
dMU)' 


da 


Int^grons de 0)2 a toa H- 4t*^i Les fonctions M admettant la 
p^iiode 4to^J Fint^grale dii second membre sera nulle, cL il 
viendra 

\n{n H- 1) — 1)] L -h iji — N) Jj =0 


[nt^grant de 03 a 0)3 H- trouverait de meme 

[^i (;2 + 1) — {n’ H- i)] L + (A — == 0, 

d’ou 

Il jg LL — O) 

a moms qu’on n’ait a la fois n = n\ h = d’ou 1 = k* 


f 
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Calculons ce meme delermmanl dans Thypothese ou j = A* 
Les foncLions admettent les peiiodes 

a ci)2 , elle sont panes ct n’onl de pole que pour u== o 
D6composees en elements simples, elles seront done de la 
feu me 

Mc^o + =^0 5 

Integrant de to^ a toj -i- 4 il viendra 

11 rzn 4^^^ tOi — 4 c'J'Hn Jj ™ 4 oj^ 4 pA /)i, 

En integrant de CO3 a 013 H- /[Co,, on auraiL de meme 

12 Z=I 4a^^t02 — 4 h *::= 4 P ^‘^2 — 4 P 5 ^2j 

etj par suite, 

Ij J2 — 12 Jj zz: 16 (a'^‘ Pj — ■ *^0 ) (^u ^2 O2 ) — Stu i Pj p^*”). 

On aura done, pour deternimer Cyv, la f 01 mule 

8 TT { (ai pj — aj p'- ) w‘/-’ M‘/*' (p«i - yUi ) dui du^. 

329 II resle toutefois a elabhr que la fonction arbiLiane 
<!>(«<), U2) admet effecUvement un ddveloppement de la 
forme (70) Nous y parvieudrons par les considerations sm- 
vanles 

Soienla;4, x^, X3 Qt /, Ui, denx syst^mes de vaiiabies 
lids par les relations 

_ TT-^ ^ - ,.4 /' (P«T— 

iCa_; U5a'ao«iia'(xo«2 — ^ y (eo— e„)(ey — got) ’ 

On cn deduit aisdnicnt 
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Gcs equations lepresciilenl line spli^ie et deux cones ho- 
mofocaiix, qm sc coupcnl a angle clioiL 

A ehaqiie point leel n coircspondenl inline 

seule valeui de / , 2*’ deux 1 acmes do requation 




X 




0, 


(lout la jneinien*, compiisc enlic cl e«j , cL 

la bccondc (*nlre el , 3 ” deux sjsLcnics de va- 

leiirs dc ids que ii\ soil coinpris cnlrc toa ca 

0)2 H 4 ^‘^i j ^^2 onlre o)., (‘I o).j -h l\ to, 

KdciproqiH'inenl, si le point (;/,, ;/a) jiarcoiul le domame 
ainsi dtUlni, le poinl deem a deux lois la splieic 

dc rayon r qux a Torigine pour ccntie 


330 Si Von prendr, W|, pour vanabies independantcs, 
rcqnatjon du polenLicl 



d^U 

Ov^ 



sc transform era cn 

T/'" 2jVdMta/ ()l^l Zl\dra/ ' ()if\ 2^\<Ua! 

Y jIl -I 

^ drdiii ZjO^'a dra 

_ Y V -I- V ^ - 0 

^ d/ da 3 d/'/j ^ d?/ Of-h Zu da 3 


IjCS Icrmcs de la sceondc ligne disparaisscnt, car Ics siir 
faces r = const , const,, i/o^i^onst. ctaiil ortliogo- 


nales, on a 


d/ ('}((\ 

I dxa da. a 


--o, 


L’^quation 


#QUATIONS AUX BfilllVfiES PARTIELLES 
donnc, cl’autre pari, 


433 


(Jj-a 


d’oii 


S(£ 

D’aiiUc pari, les equations 

y 

Zj > 1 — 

doniieront, coinrae an n" 324, 


dr y dV 
Oj^a) ^ ' djri’ 


V — 1 

2iit)vi~ j 


( du^ 


I 4 




d^ Uj 




jLA\()ra) " /5/Xi 
en posanl, ponr abr^gci, 

/X ^ - ej, s, =£ 


Oi on a ici 

d’ou 

Si = /“ ^ 


9 ~ / 2 (^t <^y )(^2 ^ ol ) 

( ) 


X2 — ^oc 


— , 2 ^3 — ^1 

(ep — ^a) 7^1 

On a done Gnalcinenl 



I _ r 


On Iroiivcra de memo, 


yffpiV^ ■ — y?^’=o- 

jLji\daaJ jLi dJ-a 

L’oquation du polenliel aura done pour Iransformeo la 
suivante . 


dr^ — pi^i) \daj du^ J r dr 

J Coufs, ni 2i8 


m 


rnoisrtME PAIITII! — CnAPITUE III. 


ou 

, , ir-u dn) 


dr 


4 - 2 ^ 


di 


(p/i 2 — : 


l^osd, on sail ( I 11, n® 236) qiie pour chaque valour 
(Ic renlier posiLif Ji il cxisle 2/i-Hi fonclions Imeai- 
lemeiU distincles el definies par ccLle double propriel6 : 

i" Lcb fonclions (ou r =. yjx- soul des 

j)olyii6nios homogcncs d’ordrc n en , 2 '’ cos poly- 

iidincs salislonl a requalion du polenliel. 

Mciis nous venons de voir qii’a ceUe memo valcur dc /? 
correspondent 2/1 + i valeuis de h pour lesquelles rcqiia- 
lion de Lame 


admet une mlegrale doublcincnt periodiquc de la forme 

M:=NP 

Lcs piodiuls correspondants 

MiM 2 ==N, N2P1P2 

scront pr6cis(3menl les 2/^4-I fonclions Y;^ cxprim^es an 
moycn dcs variables 

En effel, sou /clc degre du po]yn6me P, N 2 seraun pro- 
dm I den — k facie urs tels quo 

I 

□ «o ^1 QoCO ^^2 fT^ 

Ua / 

D'aulie pari, Po sera un polyndine cn pu^ symd- 
Lriqne cl de dcgrd n par rappoiL aces deux quantiles, cesera 
done un polynome d’oidre 71 en pu^ pu% el pu^ + pu^* 
Mais les (^qudlions 

— ga)(P^^ 2 "~ gg) 

) 
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permelLcnl d’expiimer les quanlitcs 

pihpiit, pu^-hpiii, I 

cn fonction lineaire el liomogcne des ti'ois quantiles —• 

Done la fonction sei'a bien iin polynome 

liomogcne el de dcgie 7 i en ^2j ^3 H reste a s’assurei 
qu’(‘llc salislail a I’equalion ('^71) 

Celle verificalion est immediate, car on a 

r- [n {n -hi )pih + A] U, 

-I- i)pii^ /^] U, 

/- _1^ 27 — 71 {n — l)U + 2;iU =r 7 l[ 7 l H- l)U 

Le dcvcloppemenl de la ionclion aibitiaire <1> enune sene 
de IcirncsMi, M2 seia done possible, aiix memes conditions 
qiic le developpemenl en sene de fonclions Y,;, ces deux 
developpcments, idenliqiics au fond, ne diffeient Tun de 
Taulre que par le cboix des vaiiables mdependantes 

331 , Refioidissemeiit dhine sphei e Jiotnogene — Soil r 
le rayon de la sphere, nous aurons Pequation aux deiivees 
paiiielles 

dU ./d'U d^U d^-U\ 

dt ^ \ dco^ dy^ dz- J ^ 

avee la condition iniliale 


U rr- / pour y^-h z^C, 

f^tmi une fonction donn^e de y, g, et la condition a la 
surface 


dU 

d^ 


cosa- 


dU ^ dU 
> ^ cos cos 7 + HU: 


:0 pour 
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a, p, Y c’lant les cobinus dcs anglcb formes par la normal*' 
cvtcTUMiro avcc Icb axes cooiclonnes 

ll(‘m|)Liconb Xy y, x? par dcs coordonnecs polaii'es p, 0, 
ljY‘(|ualioii au\ (Idrivees pauiclles devicndra(L I, n° 139), 

" (H \ dp“ ^ p^sm-0 d^}>- * dO^ p dp * p‘^ di* 

La eoudjlion rniUale picndra la loime 


(7’-) 

11 “• / polu 

n::; 0, 

p < /, 

el la condiUun a la burlace 

dcviendra, 

cn remar quant (|m" 

roil a 

C()S« - ,-j CObS 

dp 

dy 

- 

dz 

(7'i) 

..TT 

IITJ -■= 0 

dp 

pour 

p-zr 

332 

Lour dclci miner unc 

solulion simple' qui satisfassr 


aux equations (72) cl (74 ), ^posons 

p ddsignanl unc conslanlc, ime fonclioii dc Laplace cl !l 
uno fonclion dc p Gcs Equations dcviendront, apics qu’(ut 
aura cliasbd Ics denomiuaLctirs et suppnme Ics facleius cum 
munb, 

-=|ff + 

(^(i) ^-l-im=:=o poui P = r 

L’oquulion (^f)) rcntrc dans la categoric dc ccllcs <iui- 
nous avons I’amcnecs i I’^quation (Je Bessel (191). Ellc* 
admcl, comme soluLion parliciih(!>re rexpression 




fQUAiiONs Ai]\ Dfnivfirs pahjielles , 


qne nous d( 5 signerons par ¥n{p^) CeLLe fonclion est le pio- 
diiiL dc par une sene, proccdanl suivanL les puissances 
cnUcres dc /;^p^ 

\\ rcsLc ti saLisfaire a Tequation aux limites (76). II faut 
poui cela que p sou une racme de I’equalion iranscendaiite 


dFJjr;/) 

dr 


-h nF„(/?r) rr:o. 


Le premier membre de ceUe equation est dvidemment une 
foncLion cnticie de p- si n = Oj une semblable fonction, 
muUiplice parp", si suppiimant, dans ce dernier cas, 

Id racme parasite pz=zQ^ qui ne fournirait qu’nne solution 
identiqueinent nullc, nous obtiendrons dans tons les cas une 
equation de la forme 

( 77 ) ^ n { P ^)=^0 

La lonction Fn{p^) s’annule evidemment pour p = o 
fei 7^>-o, ct, si/?=::::o, sd dcrivcc s^annulcj on &Liua done, 
dans Lous les cas, cn dcsignant par p et ^ deux valeuis quel- 
eonques du paraindUrc p 


==o PO“'' P = o. 


etla memo relation auia lieu pour p ~ r, si p et q sont 
racincs de F equation (77) 

L’^quation (75) est d’axllenrs im cas parliculier de liqua- 
tion ( 36 ) conbid 6 r 6 c aux n^^® 306 et suivants, dont elle se 
deduit en rempla^ant V, / , X par R, p, ' et donnant 
a /c, g-, I les valeurs particuli 6 res p^, p^, 71(71-1-1) On en. 
eonclut * 

U’ Que les valeurs de p^ qiii satisfonl a Tcquation 
SOUL toutes ri^elles, positives, in^gales et en 
nombre mfini, 

Quin ddsignant par p^, 5^^ . . ces racines, rmtegralc 

f p^J^,(P9)K{g?)dp, 
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seia luille, si diffcre cle q- ^ soil, au coiiLraire, ^ oit 

auia 

K. r^) I 

__/- \dYnipr) d^nipr) f >^^P^A 
’~~'2pl dp ~J'r OTdp 


333 Posons, d’autre paiL, conimc au 318, 


cos 6 = (X, 


m 

p™ / u. W ii- 'ill! il! 

« 2'^ /I * 


On a \u qiie P^f ([a) cos7?zi{;, P,7([^) sin7?zA sonl dcs fono- 
tions Ynj on satisfeia done a la fois a I’cqualion aiix cIc- 
riv^es parLielles et a la concliLion a la surface paries solu- 
tions simples 

(p P ) , 

Q-a'>pH p/« ^ ^ P// (/? P ) j 

ct plus generalement par la sene 

(.j)(A,„„^ COS7?zd^ H- B,nnp sinT??^;) F/,(pp), 


OLi les A, B sont cles consLanles arbitiaues, ct les sommations 
s’etendant 

I® Celle pai lappoit a /i, a loiitcs les valeins enlieics d<’’ 
o aco, 2 *^ cell e pai rapport a 772, aux valcnrs onlK'res dc o 
a 72, 3® celle par lajqjoit li p^ k ton Les les racmes positives 
p de reqilation rnp^p-) -- o 


334 Clieiclions a detcuiiincr les con si an I cs A, B, dc telle 
sorte que la b(5rje satisfasse k la condition inilial(‘ 

( 78 ) SSSPj!^ ( [x) cos ni^ “ 1 - sin ) F ,, {^p p ) rt::^ , 

pour tons les points mtcrieurs dc la splieio, c’est-4-dire 
poiipp^o<^r, p5 — I^I, tL7o'52Tc 

Soit / 7 ^^ p' un des sysl^mcs dc valenrs associees des 
paiam^tres 772, /z, p Pour determiner Am'n'p'^ multiplions 
Pequation (78) par oosm^i^di^ ct mtdgrons dc o ^ 2tc. Tous 



Equations aux pi^RiyfiES partiflles /iBc) 

les icrincs clii picmicx inembi’e donnciit uric mtegrale nullc, 
sanf ceux qui couLiennent cosm'i[; On a, pour ceux~cij 


' cos^ 7n^ d'\) -- Tc, If, 

0 

iJ viendra done 


I , bl 7?2^ >> O, 

2, SI m^=z o 


o frr 

> 

*''c\ 




MulUplions cetlc egalue par P"'([x)cZ(a el inlegrons de 
— I a -J-i Tons Ics leimes du second membre donneiont 
line inldgrale nulle (319), sauf ceux ou n = n! ^ pour lesquels 
on a 





4- rn^ ^ 
n* — /?i' ^ 


2 fV -1“ I 


il vicndra done 


I f J-CQSm''\i'Pn'{\l-)d'\>dlx='SiA,n’n'p')<m''^'^fn''P{pp)’ 

J — 1 » ^0 

la sommalion ne s’etendant plus qu’aux valenrs de p cones- 
pondant a la valeur dc I’enticr n 

Mulliplions enfin pdi p2F(yp)c/p el inlcgrons de o a r, 
tousles icrmes du second membre donneront une integiale 
nullc, sauf celiu oili p = pS el i’on aura finalemcnt, pour de- 
terminer Am'n'pf r equation 



/ COS m' ( p ) p- F (/?' p ) M d\K dp 

^ ^n'n' 


(In irouvci'd, pai Ic m6me procddc'-, pour d6lerminer 
BmV/) l’<5c£uaUon analogue 
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SubstUuons, dans la sene ( 78 ), Ics yalcuis quo nous yo- 
nons de liouvcr pour les coefficients, et acccnliions Ics va- 
riables d’lntegratjon, afin de pouvoir faiic lentier sans ambi- 
guite sous les signes d’mtegralion les facicuis qui icui soul 
extenears, nous obticndions cominc valcui iniliale de U 
I’expression 


(79) 


! mi:/:/: 


p;« (a) 1 >"' ( [a' ) cos 7)1 (<]J — ijj' ■) 


^nn^^pp 


p'^¥Jpp)l^n(PP')^¥^¥^p' 


335 Mais il reste a prouver quo, cn addiLionnant l('b 
termes de cette sene triple dans un ordre con von able, on 
Lrouvera bien pour somme /’(^7 p, p). 

Laissons d’abord n et m constants, et bornons-noub a faire 
varier p de manieie a lui fairc prendre succcssivcmcnt pour 
valeurs les diverses racines positives dc I’equaUon 


™0, 

supposees rangees par ordre de grandeur croissante Nous 
am ops a detei miner la valeur de la somme 


( 80 ) y f’^^%^p'^FniPp)-PApP')d?', 

pour les valeurs de p comprises entie o el /' Nous verrons 
qu’elle est ^gale a p) [pourvu que cettc expression, 
considdree comme fonction dc p, soit continue cl ait nnc va- 
riation limit<5e dans I’lntcrvalJe de o /, quels qiic soicnl <{>' 
et p.'] 

La somme (79) so rdduira des lors a la somme doulile 

' 7 ;;r — (1^') cosm(i]; — < 1 /') rfp', 

qu’on salt ^Lre egale a /(tj;, [x, p) [ 320 ]* 

Tout levient done k etabbr ce qpe noits avons annoned 
pour la somme de la sene ( 80 ) 
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330 En cesbcUiL, pour plus de simplicite, de xuetlrc eu 
dviclencc les qiiaiilUes conservent line valeur 
cousLanLe dans louLe ceLle roclieichC) cctLe expression pent 
s’eciue ainsi . 


(8oy 


£f ~K~r^ 

Lii lonclion F{pp) batisfait a I’equation cliff^renUelle 
d dF{pp) 


dp^ 


op 


+ IP^P^— "(« - 1 - ')] F(i?p) = o. 


el, comme elle esi symelnque en p et p, on aura aussi 


(8i) 


dp 


P"- 


dF{pp) 


dp 


-H + 0 ] ) - o 


On a de raeme 


En conibinanl CCS deux equations, on irouve 
(p'=-pO/i=F(/;p)F(/)p') 


en posanl, pour abrcgcr. 

9 {P) -~P 

iz^pS[pF(pp')F'(pp) - p'F(/jp)F'(/>p')] 


F(FP')j^-F(pp) -F{p?)^F{pp') 


on aura, par suite, 

(8?) F(/ip)F(pp')-^^T^Z^^)P 


Nous avons liouv^ d’aulre pari 




rdF{/ir) dF(p,) d^F(pr)l 

dr '"^dp J 
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Pour traosformer cctte expression, nous rcraarqucron'^ 
qu’on a 

di ^ ^ f Op 

ce qui permet de me tire sous la formO 


(83) 


4 )F(/./)V 


dp 


-|2 .d dP{pi)\ 


et de donner a Tequation a la suiface 

{d¥{pi) 


0} 


U¥{pi)zr^O, 


la foime simante 


(84) ^^^j^+H,F(/;7)^^o 

Designons par «]^(/?) le premier mcmbrc de ccUe equation : 
Tideniite 

(85) ;,^(|i}+n,F(^r)=rt(/^). 

etant differenliec, clouneia 


(86) 

dp ^ dp dp 




Enfin, pour p = 7, I’equation (8i) pent sc incUrc sous la 
forme 

( pA-p^IlEl) 

87 ) y dp^ dp ^ dp 

( H- /l(n H- i)]F(p;') zrro 

Tirons des Equations (84), ( 86 ), ( 87 ) Ics valeurs clc 

— dp~^’ ^P ~~dp^ subslitucr dans (83), 

il viendra 


K„„= 


*Q(P) 





CQUATIONS AUX DliRIVjE-LS PAIlTIJJLLtJS. 


cii posant, pour abrugei, 

^2,2 __ 11/(1-11/) -rzQ(p) 

On aura^ par suiLe, 

i^(/>p)F(/jp'') _ '>Q(/>)y'(;> ) 

Kp rip'-—p-)p’']‘'^{p)' 

337 II cst ais6 clc von que celle expresbion cst le icsidii, 
pour le p 61 e 5 = p, do la fonclion 


x(-) = 


5Q(;) <p(s) 


En cfFct, posons z — p h, on aura 

Q(s) — Q(/j) + /iQ'(;^)+ , 

I if ' 2 /i \ 


hif'{p) + 
I ‘ I 


h^Yip) 


h<^‘{p) 


Le rdsidu clicrchd tera done 


2 Q(jP)<P'(P ) 

2cp(p) 


Qip)V{p) 


^-Q'(p) 


Or la quanlild enlre parenthdses esl nulle En effet, les 6qiia- 

d < 9 F ipr) 

dons ( 85 ), (86) cl (87), r6solues par rapport a — d/T”’ 

, F(/jr), donncnl 


F(p/-)' 


(i_— II;-)|(p) 

Q(p) 
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SubstUuons ceLtc expression et sa dcriv4e dans I’cqiia- 
tion (84) II viendia, en tenant compte de ce que esl 
mil, 


■(I -- II/ (/>) 4- ^'{p) -+- PY{P) 

Qip) 


oil, en reduisant et divisanl par 


p^V(p) 


pV(p) O'^P) 

__ (ii) 
Qip) 




338 On reraai'quera d’ailleuis que, pour o, la fonc- 
tion n’esL pas infinie, car <p(^) conlient le iacLeiir 

qui figure au denommateur Done n’a d^auU'es poles 

que les racmes /?, et I’lntegrale 


I 

2TC£ 



prise suivant un contour lerme quelconque siLiie a droitc de 
Faxe des y, sera egale a la somme 


I 


bornee a celles des I'acines p qui soiit con tenues dans cc 
contour 

Les termes correspondants de la somme (So/ donneront 
Fintegiale double 


( 88 ) Jy{p')p'^dp'^Jx{^)dz 

339 Prenons pour contour dfintdgration (Jig <}) Ic rec- 
tangle MNPQ qui a pour sommels les points Bt, A -hBi? 
A — Bi, — A ^tant une quantity rdelle de la forme 


( 


n 

% 
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0^1 k est im cnticr, elB line aiurc quanlile rcellc, trcs grande 
par rapport a A, En faisant cioitie indefinimcnt rentier A", 
ce rectangle conLiendra nn nombre de racines de pins en 
plus grand, on obliendra done la somrac (80/ en cbeicbant 
la limUc de Texpicssion (88) pom k go, 

Pour elablir cpie cette expression a pour limit e /(p), il 
nous suffira de faire voir quo rintcgialo 



Oil b est line quantite variable entre o ct icste constam- 
men tinfeneure annelimite finie, 2" qii’clle tend imiforme- 
inent vers -lorsqne k croit indefiniment, tant qiie b restcra 


F’lb 9 



3nf('‘rieiir a 0 — ^ e on siipdneur a p -j- e, e 6tanl une constante 
quelconqne» 

En cflet, Pinl(5gialc ( 88)' ctant decomposite en deux aiitres, 
oi'i 1 mtdgralion relative h. p' &’<§tend respectivement de o a p 
et de p a r, ces mtdgrales partielles aiiront respectivement 
pour valeur (t 11, n^ 221) 


iy(p““0) et J/(p-i-o). 



446 TROISlt>IP PAllTIR — ClIAPlTIiri: 

* f 

Lcur sommc sera done egale a /(p)> ^ 

est siipposee conlmue 

Nous lemaiqueions d’abord quo 

impaire, les elc^icnts de Vinlegrale 

cote MQ se deliiuseat deu'sc a deux En on 1 ^ 

des valeuis imagiuaiics conjugu^es en. 

tuques pai lapporL a Paxe des a ^ le reslc ^ * 

gration i^elalive a iS poniia elrc bonid a sa jirv < ^ ^ ^ 

KNM, a la condition de doubler la pariio 

piimer laparlie imagmaire du idsullal obtoJ-^*'^ * 

340 Posons pour abrdgei 

nou3 aiirons (217) pour F(:j) 
de la forme 

(go) F(x;) = (« + q) + sin (.g - ^ - 




s) (5tai»* 


t I 2 - 


9, 9, etanl des polyn6iues en A La derivation tl*****-'^ * 
F'(.5), F''(.3) des expressions analogues 


(91) 

F(^)=:- 

sin(-cj — X) , ^ , 

(a H- Og) h cos ( c? 


{92) 

F"(li)=:- 

cos(aj — X) . , 

(a -f“ O4. ) -j- siii( jc» - 


K • 

..,05 etant 

encore des polyn6mes cn 



Soits=M4-ii, t ^tant positif ou nnl. 


iri## 



quaiitites 


Equations avx DfRiyiEs pautieiles 

COS ( :r — X ) “ j 

? 

— ')\)i, pt — (w — "X)? 

Sin(i 3 — X) -n. ? 


4^7 


sera comjjris enlrc 


-f- e- ^ 




et 




2 


3 


et, par suiLe, moiiidie que En paiticuher, si t esl ir^s 
grand, il se rddmra sensiblcmenL a 

D’ailleuis, si le module t- de ^ esl '>i, les mo- 
dules dcs polynomes 0, . , 0^, seronl limites, cL si \z\ esl 


tres grand, ils seronl du ineme ordre dc giandenr que 



Les modules dcs quanlil6s F(xj), F'(^), seronl 

done, SI t cst Ires grand, scosiblcmenl dgaux a 




el seronl, dans tons les cas, momdres que 



I d^signanl une conslante. 

Ce dernier resiillal, que nous venons d’6tablir en suppo- 
sant subsisle dvidemmenl encore si car, 

Qt 

dans celle hypolli6se, est an moms ^gal a i, cl, d’autte 


pari, les modules des fonctions emigres F(^), F^(xj), W\z) 
rcslcnt inferieures a une limite fixe. 


341 11 est maintenant aisd de trouver, soil la valenr ap- 
prochde, soil une limite sup6n.eure du module de chacun 
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des facteiirs de la quantile 

qm figure dans i’lntegrale (89 )j lorbque | x; | csl tros grand, 
ce qui a lieu sur toiile la hgne d’lntegration 


On a tout d’afeoi-d 


En second lieu, 


Q(^ 


— n{n~h i) — 11/ (i — Hr) 


cl /- LSh 


a son module sensiblement egal 
On a, d’autre part, 

, , dF{rz) rr 1-1/ 

( xr } _ 0 — — — H- II / F ( / ^ ) 

=r -h Hr F(r5) 

Sur le cote horizontal du rectangle, ou 5 = 4 - u va- 

riant de o a A et B etant tres giand, les inodules de F(/ x? ), 

F'(r^) seront sensiblement egaiix 
siblement 


, a e 


7l\ 


2 7 U? 


et I’on aiu^a sen- 




Sur le cote vertical, ou — A -4 ti, t variant de o a B, on 
aura, en remplagant A et 1 par leurs valeurs, 

rz — \zz: r A — X H- r^j ( 2 /r — ^ ? 

d’oii 

sin (7 — X) rn: — COS rti, cos (rz — 1 ) —z sinrCiy 
et, par suite, 

zzz f z I ?^~[a -H O2 (r^)] 4 - sinr/zO^ (/ ^)| 
,Sin/^/|.^^^ — COS 7^7 0 i( 7 -3) j 


-hHr 

On en deduit 


(gS) m ot^ cos2r^j(i -h M -h M 4 ang/ 4- M'HangV^i), 



fQl)illO^S kVX D^RlV^^S PAirilULFS 4^9 

M, M', M", eldiiL dcs polj^iiOmcs formes avec les puis- 
sances ndgaliveb cleAn-iJi, A clanl lies grand, cos poly- 
nomes ont Icins modules lies pclits, d’aiitre pari, loisqne 
t vane de o a co, lang/^i vane i egulieremenl de o a done 
on aura sensiblcment 

1 .{,2 (x: ) I -- a2 COS^ / /ft ( e' « -I- 

4 4 

Considerons enfin Ic deinier fact cm, 


-p L“' p'^-p^ 

II peul se melLie sous la forme 


P' 


] P'(P--) 


K(p'c)--F(p^) 


.iF(p^) 


F(p'x;)-F'(p^r 


1 +F( p^)F'( p'x;) 

a p'+p 


Oi on a 


F(p'g)-F(p.-) 

P 7-p“ " 



expression dontlc module a pour limite siipeneure 


p' 


[ji d^signantuiie InniLc siipcrieure da module dc F^(;r;3), or 
ce dernier module est momdre cjue 


^ jIqU 

r^i "" ppm-^!' 


car variani enlrc p cL p', qui sont eux-memes compris 

pp' 

enlrc o ol / , sera <, i , mais >* ~ 

Oil a done pour limile sup6riGiirc du module cheichd 

rcxpiesbiou 

T 

^ P 


j - couis, m 


29 
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Le m6me procdde, applique A Pexpression 

,F'(p'^)-F'(pc) 

P -p'lIT ’ 

donneia pour son module la m^nie Iimite 

SiibstiLuant pour ces quanliLes, amsi qnc pour F(p^)j 
F'(pi5), . . , les bmiLcs de Icuis modules, il vicndra 

(p'^~p^)s- ''' p2|-| ' (p-ip')pis|a 

D’ailleuis, p' lUanL / el \z\ elani Lrcs grand, Ic second 
terme de cettc expression soia negligeablo par rappoil au 
piemier 


342 II r^siilte des evaluations qiu precedent que, siu' le 
c6te horizontal du rectangle ou ^ B, et ou | | esL sen- 

siblement (§gal A B, Fintcgiale (89) s’annule pour B=:oo, 
car on aura 

2 It £ ‘A Ti: 



p desjgnant le maximum du module de IcqueJ, 

d’apres ce qui piccAde, ne peut surpasser scnsiblement la 
quantity 


2/^B- 


JL 

2 ^2;B 




p2“B 


qui s’annule pour B = 00, car elle contient en denomxnateur 
I’exponentielle 

Consid^rons maintenanirmtcgiale suivant le c6t6 vertical, 
laquelle, pour B =: co, se r6duit A 




Ell® a une valeur limit^e, car son module cst au plus ^gal A 



Equations aux DtRiYi^rs pautimxfs 
[jL design an tune limile superieaie dii module de 
Oi \z \ etanl ici cgal A y//V--i- p ne peaL surpasbci' sensi- 
blemcnl Tcxpicssion 




f qO i-p)^ 

p^y/A-H- t- 


laquelle donne nnc inLcgrale lime, a cause de la piesence du 
lactcur an denominaLeur 

]\ous allons enfln demonlrci que I’lnlegralc, stiivanl le cole 
•vciLical, lend iinifoimemciiL veis “ poui A = co, quelle que 
soil la valour conslanle ou variable assignee a b 

A cel ellel, nous icmatqncions d^lbord que.l’on pent sup- 

pos^i En effcl, SI i eUit on pourrait decompose! 

le champ d’lnlegiaUoii relald a en deuxauLies, s’cLeadant 
Tun de p ^5 hautic de ^ a Le module de I’liuegiale re- 
lative a celte secondc parlie du champ csL au plus cgal a 

a 

cl a foi tioj i p qaanfilc indcpendante de Z?, et qui 

s’annule pour A = 00 On n’aura done a oonsideicr que la 
premiere par'tic du champ 


343. Supposons done Pom d(^tcrminci dans ce cas 

la valeur limiLe dc Ihnlogralej il ne sulGra plus d’assignei 
cornme on Fa fail josqiiW prdsent; une limile bup6iieurc a 
son module; maisil fauclra analysci avec plus dc precision la 
nature des lacteurs de 

Gonsiddrons d’abord le facleui 

cp(xr) [p F(p'z) F(P^) - p' F(p^) F'{p^z)2 

SubsliLuons aux fonclions F(p^), . . leurs valeurs 

F(pc) = Zl^}[a + 6(pir)]-Hsin(p3 — X)0,(pa), 

• . • ‘ 

d 



viendia 
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/ sin(p'xr — X) cob(pr, - X) D] i 

_ T J — cos(p^xj X) Sin (p^ — -h-D'] I 

H sin(p'x:-X) sin(p^: — ))D" 

\ -h cos(p'^— X) cos(p5 — X)D''^ ] 

cliacune des quanliLes D, D', D'', ctant ime soninic de 
Iractions simples, de la forme 

c 

Ell faisant usage des foi mules 

sin (p' ^ - X) cos (p XT - X) ZTT sin(p'.-p)xT 

? 


on pent mettle cette expicssion sous la forme 


■?(-)= 



sin(p'— p)xTj^a2 ^£-^P^ -heJ 
+ sin[(p'-^p)xT— 2X]|^<75(^Bl-lf.^ -h E'1 

H- cos(p^ — P):j ~h cos[(p' -h p ) - — aX] 


Ej E', etant de la m6me forme que D, D^, 

D’ailleurs, pom p' = (p^c) s’annnle identiqiiement, done 

E', E^^^ s’annulent Si done une de ces foncLions conticnL 

la fraction simple 


c 


p-p 


/V ^rj -h-v+l ^ 


elle contiendpa son associec 


r 

Cette fiaction, ajoutde a la precedentc, donnei^a imrc^sullat 
de la foriq^e 

oil Y + p=:(.+v-, 

On atir^donc 


tQU\nONS AUK Dfiiuvfrs IHUUIUIS fiol 

i"*', F"'' eLant des sommesde fiaction^ simples^ de la foinie 


fPr ^ 

SubslUiions, dans les arguments des lignes trigonomeLii- 
(jues, la valeni ^ = A-~h ti et sepaions la parlie leellc de la 
pailie imagmaire au mojen des formiiles d’addiUon Remat- 
(.] Lions cnlm epic aX no dilleie dc if A qiie nombre 

impaii de demi-circonfoLenccs , il viendia 




sin(p'-— p)Acos(p'— p)ti 
-L- cos(p'~™ p) /V sin(p'— p)/i 


[ 7 (p'+P)-heJ 


r- cos(?7 — p — p')A sin(p'-|-p)ii1 

L “iinC?/ — p — p') ^ COs(p'-|- p)7/ J'-*’ 


Sin (: 

COs(p'— p) \ C0s(p'— p)/L 
sin(p'— p)A sni(p'— p)ii 
— cos(o/ p — p^) A cos(p'-f- p)tt 
sin(o/ — p ^ p^) A siii(p^H- p)n \ 


:](p'-p)F" 

(P'-P)F 


344 Gliacune des fractions simples cjiu iigurent dans E 
F', F^^ F'^'j consideiee comme fonction de p' ct de csl de 
la forme 

pnF-rz 7 F 

Elle pent s’(5cme 


c{A. — tiy __y c'Av 

p'i^[A^4-<^)v p'P(A-+<^f ■ 

Chacun des lermes dc ccLLe sonime csl le pioduil d’unc 
puissance dc i pariuic fonclion de p', A, i, conlinue, I'^elle et 
posHive dans lout le champ d’lnlcgialion CcLlc fonction sera 
croissanle de p' = p a p' = 6, si < p. Si 6 > p, on pourra 
la decomposer dans la dilTercnce des deux fonctions partielles 

^ (aa+F)v 

dgalemcnt continues et positivesj dont la picnii6re ne taiie 
pas avec p^, tandis que la seconde est croissante de p 5 
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D’aillenis A et ^ elant au plus cgaux a y/A-~h et p' au 
moins egal a ^ dans tout Ic cliamp d’lnlcgiation, le module 
de la fonction considerce aura pour limile siipcncuie 

c' 

et, SI & > p, les modules des deux foncLions paiLiclles dans 
lesquelles on la decompose seront momdies que 

Ces diverses fonc Lions lendent done uniformement vers 
o pour A = 00 , quels que soient p' el t 
D’autre part, la fonc Lion 

Q(-)_-s Hr) 

-p- - ^ 

est de meme egale a / plus la somme de qualre Leimcs, 
donfcchacun esL le pi odui t d’une puissance de j par une fonc- 
lionpositive de if et de A, qui Lend uniformement veis o poui 
A = CO, quel que soit i 
On a enfin 

ziza^ cos2/^t(i -H M -H M' tang/iJi tang^/^t) 

Cliacune des lonctions M, M^, . , elant line somme do 

teimes de la foime 

e 

( A H- ii 

s’exprimcra par nnc somme de Lermes dont chacun est le 
prodiiit d’une puissance de i par une fonction contmuo et 
positive de £ el dc A, qui tend unilormemenl vers o pour 
A = 00 

D^ailleurs, Lang/’ifi est le pi'oduit de i par une quantity 
comprise entre o et i. On aura done 

A -i- M -f- M' tang tang^ t ti^i ~h P -h — Vh , 

P, P^, ^tant des fonctions continues et positive's, qsui 



Equations aux DfiRivfiEs pautielles 4^5 

tendent iimformement vers o pour A r= oo, I’expression 

_ H-P — P'i— 

ih-M-hM' tangA^j-hM^' imfrti (i -hP~P'')2-i- (P'— p//>T) 

sera evidemment line fonction de m^me forme, 

34S Reiinissant les resiiltats precMenls, on trouvc pour 
I’intcgrale cherchee 


I 

2 TZ 


' p ^0 

.’expression suivanle 


/^b ^as 

/ / p'^x{A.-h ti) dtdp' 

n -'ft 


r 

Trp 


r^2^j}hdd r Ai ^ R 1 

■^p P ^ Ja cos^rti P |_2 p'-HpJ 

cos(p'-p)A4' r p.p Sl'- p ) p' Fi. -H -A-1 

Jp (p —pjcos-AZi'^ La P +pJ 

h f sin (2 /• - p - p') A 4' r p' Lt^ 

-/p Jo cos-/<ii 

') A Ri 


dt 

dt 


- / COs(2 / — p — p 
Jp 


P' ' dt 
0 ' '''* P 


dt 

dt 


-/ 


cos(p^ — 

^ cosh tl ' p'H-p 

sin(p' — 

■p)Arfp' o' 

^ cosh tl ' p'H-p 

{<i,r - 

l\ n J 1 /’“cOS(p'->- p)tT , 

- P — p') A dp' / o' 

COS-/ tL 

sin(2r - 



■dt 


-'p «'o p H- p 

R, R^, Rg, Rg (Slant une somme de termes dont chacun est le 
produit d’lme puissance de t pat une fonction de p', A, 
continue, posilive etborn^e, laquelle croit (on lout au moms 
ne (l(Scrott pas) lorsque p^ varie de p ^ raais tend unifor- 
vers z6ro quel qne soil p pour A =oo 
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D’aillenrs p' et -7-^^ — sout des fonctions cU* p^ Onios el con- 

p -h p 

tiniies, ellcs sobL ci'oissanLos clc p a si b] 


(]i\n 


s !(» oas 


contiaiic, ellcs soul la dilloieBCC dc* dcuv loDcUons fiiiies^ 
conLinucs et non dccroissanles 


P'—P- 


(p- 


p H- p' 


•P'), 

-.rv)' 


— / 


sin (p' “ p)^^ 


son I 


EnBn, les fonclions cos(p' — p)/^, 

r r 

croissanles dc p a 6, 

Done chacime des mlegral(‘s iclaLivcs a (|ni figuront 
dans la foimule piec6dcnle, porle sur line sonniic <\o (in'inos 
dont chaciin esL Ic pioduil d’line puissance do i pai nnc lone- 
lion dc p^, A, t positive, borndc cL conUnuc, Icupicdlc no dc- 
croit pas lorsquc p' vane dc p a 6, inais tend iimfornudiKail 
vers o pour A:=oo (a moms (ju'ellc ne soil uhlc[)(MidanU‘ 
de A, ce qui arnveia pour les Lcrnies des (jualrc premieres 
inlegiales qni ne provicnnenl pas d(‘ ll el do ID) 

L’lntegiale de cliacun de cos lermes, prisi* jiar lapjiorl 
a seia manifcstement le prodnil d’lme pnissanu* d(‘ i pai’ 
nne fonclion dc racme iormc, que nous dosigneious par 

y(p',A) 

346 D’aiitie part, les midgralcs 
^ sin(p'— 0) A dp' 


p — p 


j r — eos( - p) A 


f sm{p'—p)A.dp‘ — 
dp 

f sm( 

Jp 

I COS(27' — . p — pDA<ip' = — 
Jp 


eos(2/ — p — b)K - ensfp r -- ?-p) A^ 
sin (2 A — p — sm(2r-^2p)A 
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sont limiLecs cl, pour A==; co, tcndciit iinifoiracment vers les 
umilcs rospccUvcs o, o, o, o 
Soienl 


f ?(?'> A. )<:/?' 

*^0 


I’nne quelconqiie dc ces cincj mtcgrales, G la liinile vers 
larjaellc ellc lend 11 bcra aisc de iiouver la liimle dc I’mLC'- 
a rale 

f ?(p^A)/(p^A).// 

])ar la mcihode employee au tome 11, 221 

On a, cn cCfel, X designanl line conslaiite, 

/ h ^pH-X 

"" j ^ • 

jv •^P 

Apphquons A la secondc inlcgralc le second theoreme dc 
la moyeime, ilviendia 


f cp(p',A)/(pSA)./p' 

=:/(pH~.X,A) f cp(pq A) A) f o{p^,k)dp' 

‘^P-a 

Pour Ar=:co, les deux inLdgrales ci-dcshus lendfuit uni- 
lormcnienl vers zdro (pour plus dc details, voii I’cndioit 
cit6), cl leurs niulliplicateiirs tendenl cgaleincnt vers zeio 
(ou tout au moms resLent fixes, si / ne depend pas de A) 
licsle la premiere inLegrale 

f ?(p'> A)/(p', A)c/p' 

— /(p,A) f cp(p',A)4'+ f [/(p^A)— /(p, A)lcp(pq A) 

«/p «-/p 

Lepicinier Lcrrac lend, pour A— oo, vers GliTn/(p,A). 


4 
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Appliquons a I’autre le second llicoreme de la mojenne, 
elle devient 

[/(pH-X,A)-/(p,A)] / cp(p',A)^p', 

I etant compris entie p eL p + X 

L’lntegrale qai iigiire ici reste finie, son muUiplicateni 
tend d’ailleiirs vers zero pour A = oo, s’ll ddpend de A^ 
smon, on ponrra lerendre aussi petit qn’on voiidra cn fai^ 
sant ddcroitre "X 

Nous obtenons done pour la limite clicrclicc 


G lim /(p, A) 

A= 00 

347 Tons les termes des integrales ( 9 / 1 ) poavant e(re Irai- 
t^s de meme, et G etant d^ailleuKS mil, sauf poiu la pre- 
miere d’entre elles, pour laquelle il est (%al a ^3 la hmilo 
chercliee seia, en designant par Rq ce qiie dcvicnt R pour 



Mais, lorsqiie A tend vers 00 , R^ lend uniformdmcnl vers 
z 6 ro L’lnt^grale se r^duit done a son premier terme 



r dt 


M2 


Posons cette int^grale se transfoiune en 

udu r — I 

Jx ^ l^u^- 




1 


Doublant ce resultat d’apr^s le 339, on obtiendra - 
amsi qu’il fallait P^tablir 


r 
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CALGUL DES VARIATIONS 


I — Premiere variation des integrales simples 


318 Sou cp(.r, 7 , .)unefonc~ 

lion dc la variable independantc des variables depen- 
danlcs y, cl des deiivees dc ces dcrmercs ]iisqn’aii\ 

oidres /??, /?, i cspcctivement 

Si nous eliangcons . cu/H-c/i, g - h (^it 

. desiguaul dc noiivelles fonclions dc ^ cl e unc con- 
si ante in fun mciil pclile),/', bcronl changes eny^-hsTj^S 

4- , , cl cp cu 

/H-sy], j'-l- E-nh ) 


Ollc expression, ddveloppdc par la formulc dc Taylor sui- 
vanl Ics puissances dc e, prendra la forme 


T-t-ecpi-i- — cfg-H * ? 


cn posant, pour abrdgcr, 


?r 




()f (jy 


(Jy" 

d^f. 




J: 

‘d/oy 


Les quanUL^'S etp,, e^ajj, . . . se nommeat les varialions 
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ptemieie^ seconde^ etc de la foncLion cl sc represcntent 
par les symbolcs o«p, B^cp, , 

On a, d’apics cette definition, 

rr-£o, B}' ™er/, , 

— 8^/:zz:0, 

11 est clair, d’ailleuis, quo cp,, (^ 2 ? 

que les deuvees pailiclles — ? 

ticiiliere e “ o Oi on a generalement 

Ooo^ de^*- dyii 


Iz r- ct, 

0-^ r- O, 

. ne sont antic chose 
pour la valcur pai- 


Pour e=o, ^ se leduira a cp/, ^ S^cp ct a 

Substituant ces valeurs dans Pecjifation preccdenle 
et multipliant par la cons tan te e^‘, il vicndra 




dJL^ 


g/i 


, cp 

dz^ 


Cette equation montie que les deux operations de la deil- 
vation et de la vaiiation peuvent ^tre liansposecs 


3i9 Lcb equations (i), lespecLivement mulUpliecs par e, 
, pourront s’ecrire 


0<p 

df ^ do . 


J 

0-0 

( 

(9-0 „ (9^tp ^ 




hi les fonctions r, , an lieu d’etre donnees nnm^dia- 

tement en function de (^taient exprim^cs an inoycu de 

ou .. ddsigncut des fonc- 

tions de x, le cliangementde ces derni6rcs fonctions cn tA- s'r, 

Z/-+-SU, . tianslormerait jK, en H~ ok - d- 4 S-jK ? 
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40 1 


• 5:j -I - 7 5-i; -i- * , , ct, ])ar sailc, cp en 


y _|, 1 S- K -h , y 1“ 1 o-r'-r 


cp -j- OCp -i- 0- cp , 

oil 

“'•?= Ty<^y + yy -I- 


Tz 


043 


0-cp ' 


o <v <■^“9 ^ . 

? TTTi “-i- :C7 * 


dy 


(h‘^ 


dz- 






’ —H oz ■ 


, S-; 




Ainsi Sep coiisci’ve la mcme forme ([tie si elaicnl donnes 
dueclcmcDl en fonclion de a , mais les vaiiaLions suivanlcs 
scionl modiiiees par radjonclioii de noiivcaux. leimcs en o-j , 


350 Proposons-noiis manilcnanl de dcLermmer les vana- 


lions SUCH {‘ssives d’line irxlegralc dcdinio 

l-=y 


, z^j )dv. 


('lhangeoas z cxi / H~ S^) ^ h ^ sera iransfoinid 


ca 


'I I ea 


<P(.v, s) r cp 3cp H- I o-cp -H 
I l-Al " r (cp H- §9 -1“ J 5^9 H- )ch\ 


Separaril U's icrmes allccU's des chvcrscs puissances de e, il 
viendra 


SI 


Sepr/.r, I J o^'epc/.r, 


(le iH'sullal bupposc loiilefois (pic les limilcs .Ui de I’jn- 
legralion soul dc's coiislaiiles (ixi's Si nous adinellons qu’en 
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mtoe temps qu’on all^ie Jes fonctioiis . on accroisse 

^05 de qnantites mfinimcnt pcliies =■-= ^ 

I subiia de ce faitune nouvelle alteration A'f, dgale a 

(tp -H 8cp 4- I S- cp -}- ,)dx — / (^p -h ocp -I ) dj\ 

* u 

Gliacun des teimes de cette expression pent sc <lcvel(>pp('r 
sans peme siuvant les puissances de c En cffcL, considdroas, 
par exemple, le teimc 

rj-h5?, 

3/ qj 

1 2 /r * 

La formule de Taylor donne 




[S^cp],, repr(§senlant les valeuis de S'^cp cL de s<‘S dcrivtk's 
pour x = (jK, ‘ elant eii memo lomps loni- 

placds par les valeuis ji, y[^ , cjn’ils prenncnl pour 

X = Xji) 

Multipliant par j inL^giant de r^i a 3,r^ , il 

viendra, pour valeur du terme considei6, 


I 

I 2 





dxji 1 2 


)■ 


Chaque terme del’expression (4) dianl ddvcloppd do indrno, 
on obtiendia, en reunissant ensemble les tonnes de nidme 
ordre en s, 




-h 



+ [Stp]i Sa?! — 


~+- 



[Scp]o 


Reunissant ces termes k Tautre par tie de la variation ddji^ 
obtenue pr^c^denament, il viendra, pour J.a variation premiere 
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[?]i SjJi— [(p]o Saro-f-y", $odx, 


variation sccoiidc, 




On pent airivcr au m6me lesultat d’lme autre 


oxa tiansformanl rinlcgiale 


Ojij 

lI:z} 


^ oliangemeiu ,dc vaiiable, de maniere qu’elle ait les 
s liinUcs ^0) riiitegialc piimiUve. 

ox'is, cn eCfel, 

a? tri: t Sjfj 

ih xxne fonction aihitraire de if, allcctee du coefficient e ot 
tli e sculemcut a se rediiiie rcspeclivemcnL a S^o ct S^j 
vro cl t y on aura 


1 

8/, e) J §£] 


<jorivant r au lien dc 


rzj ( cG 8,*r, e) \_da) H- d ] 

"XT* ' 

r ^ f)‘I> '>r‘‘ !■ r'^' , 

= L*“-'-e-+- -J.+ j 
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n.sis on a 

<l> — tp -h -1- 2 0^ f , 

r/p I f/S^p 

da. cLc Ul o ill' 


Substitiions CCS valcuis <lans I’cAprcssion do cL sc- 

parons les Leriiics de mcnic ordro en c, on Lrouvcra, pour SI, 
S^I, . , les meincs cxpicssions rpic loiil a I’licuro 

3S2 Nous veiions dc nous Lioiiver condiius A fairc vanei 
non seulemcnl Texpicssion dc -tr, . . cu fonclioai do Ja 
variable independanLc mais ccLle vaiiablc ind^pcndtmle 
cl!e-inoine CeLtc consuloralioa no uvcllo pent dcvenir neces 
sane, lors inline que les him les ./o? res lent lixes 

Gonsideions, par excmplc, I’aire comprise ciiLre Taxe dcs a 


iHf 10, 



etla courbe Iiguree en ligne plcine par la fig* lo. Ellc sera 
lepresentee par Tmldgralc 



on ronidonnera ^ ^ la sdric dcs valeurs successives qu’il 
prend lorsqubl decrit la courbe, y ddsignauL roi'donnde cor- 
lespondante 

Consid^rons ime second e courbe infinimenl voismc de la 
premiere et ajant Ifes mtmes extr6mit6s, par excinple celJe 
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qiie la figure repicscn teen pomtillc, el piopobons-nous d’eva- 
lucr I’accroisscineiiL cle Taire loisqu’on pabsc de la picmierc 
coiirhc ala sccondc Poui opeici ce cliangcracnt, il nesuffiia 
pas dc feure vaiMCi Tordonneedc cliaque poiiiLdela premiere 
eouibc cri lai&saiil I’abscissc constanLe, cai il y a sur la se- 
condc courhc des pomLs aiixquels ne coricspond, sur la 
coiirbe prunilivi*, aucim point ajaiiL la meme abscissa On 
poiiiia, an coiiliaiic, passci aisemcnt dc la piemiere combe 
a la bee()U(l(‘, cii alteiauL un peu les abscisses enmeme temps 
que Ics oulonnces 

353. Cola pose, I’objcl principal du calcul des variations 
csl la sol II lion cle la (jacsLion suivanLe 

f.es foiiclions y, 5 , , (pii figaicnl dans rmlegi’ale I, et 

leshmiLos ^*1 etaril indelerminecs cn loul on cn partie, 
achevci do les definir, dc idle sorlc qiic la valciii de I’lnle- 
grale I soil ma\nnmn on minimum 

D’apres ec‘t caonce, si I’ou donne a j", , ^ 0 , un 

sysleiiH' c[uelcon(pi(? dc varialions iiiliiiimcnl pcliles Sj^, 
oc, , 0 ^ 0 ) compaliblc avec les condilious imposees par 
I’enoncedu piohidne, raccroissenient 

81 -t- 

qxii en r(5sullc pour la valeur de I’mlegrale devra conserver 
conslamment le meme signc (posilif ou negatif smvanl qubl 
s’cigild’un minunum 011 d’un maximum). 

Or, e (ilanl mfimmenl petit, rcnsemble SI des termes dii 
premier degio scim prdponddranl el donnera son signe au 
vdsullat. Si (Paillcurs on ddmGl(ee qui aura lieu lr6s gen^ralc-* 
mcnl) (ju’a chaquo syslcme de varialions 3/, S:;, , S;^?o? 

compiUible avec les cundilionb du problemc, coriespond un 
second sysiemc de varuUions — Sy, — S^j, . , — S^o? — 
jouissaril de la meme propru^ld, ce nouveau systeme dc va- 
riations doxniora k 1 1’accroisscmcnt 

J Cours, III 3q 
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m 

qui sera de signe contiaiic au pieccdeiil, a moms (ju’oii 
n’ait SI o 

Nous obtenons done ceLle premiere condilion pour Fe\is« 
tcnce d’un maximum ou d’un minimum . 

La vai lation piemieie SI doU s^annaler pour toul 
teme de vaiiatiom By, S;j, , Sr^, compalible arnc 
les conditions duproblenie 


3 S 4 Cette condition determine, cngiuiercd, amsi cjuc nous 
(e veirons, ce qui reste d’aibitraire dans la derimhon des 
fonctions/, iT, . et des liinitcs Xq, Mais cihj n’esi pas 
suffisante li faudra en effet s’assurei quo, aprilis avoir aiusi 
determine ces quantiles inconnues, raccroissemcnl de I jiour 
une vaiialion miinimenl petite (compatible aver Ics eoiuli- 
tions du probleme) conservera toujours le m 6 mc sigm*; 
d’ailleurs, SI etant nul, cet accroisscmcnt sc r^duit ^ 




Le tarme pr(^ponderant de ce ddveloppement, ne 

devra done pas cbangei de signe, quel que soi( lo sysleim* 
de variations que Ton adople parmi ceiix qiu sonL admis- 
bibles Cette seconde condition sera cvideniment suHisauU* 
SI “S^I est toujours different de z^ro Mais, s’ll existait un 
systeme de vaiiations qui annulal S^I, il n’y oiirail rii maxi*- 

mum, ni minimum, a moms que — q,u croidn* 

1 3 C) 

impair, ne s’annuldt en meme temps, aiif|uel cas j1 rcsiorail 
a discuter le signe de S'* I, etc 

Nous nousbornerons, danscclte Section, i\ lirerles oonsd- 
quences de la premiere condition 

/ »n 

S<p dx* 


355 Posons, pour abii^gci IMcriturc, 


dep 

dy 






dtp 


Bo 
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Nous aui'Oiis, d’apies la formule (3), 

3(p :z:- A. SjK " “I"' H” B S;:? ~I~ - » , 


valeni qu’il faiidra subbliLiicr dans Ibnlcgiale 



r/r 


Ij'xiUc'gi all on par parlies peroicL cle Uauslonncr ecLle ax- 
pressioii cn laisanl disparailrc sous le sigoo f les variations 
des derivees Eii cITcl, consid(5-* 

rons, par excmple, )e Lerine 



dx. 


Nous savons que esl la d6riv6c dc oj^, on anra 
done 


r'Aay‘^^^==[Ai8j^->- Sj]; 

H- / ( — 


Opdrons dc m6me sur cliaquc feme de 8(p cl posons, 
pour abrdger, 


I A — A', -I- . -i-(— 1 )"‘ A"i ~M, 
Aj- A;-i-. i-(-i)"*-‘A'r‘-=G, 

A, - a; + . . -h (- 1)"*- » A"!" = GS 

A,„ - -G"'-*, 

B -B'.h-. .+ (^i)“ B« :-N, 
b,.-b;+ . -i-(-i)"-‘B;r‘ =-B, 
Bj-b;+...+ (-i)"-= b;; » ds 


B„ c=:D»-‘, 
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il Yiendia 
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CHAPIIRE IV* 


81 = [(p]l 053, — ftplo Sa?o H- 



8j -h N -h 


CSjH-C'Sj'-f- 
-l-D83H-D‘8i:' + 
H- 

) clx 




a:o. 


Cette expression cloif elre nulle pour Lous les syslemcs cle 
valeurs admissibles des variations §/, 8:?, - * . , 8,^0, 


350 Supposons d’abord qiie ccs variations puisseiUetrc 
olioisies d’lnie manieie entieremenl arbilraire 
On poiiira poser, en par Lieu her, 

^Xq - ~ 8^1 -- o, 8j)/ ™ eO^ M, Bjz ^ eO^N, , , 

9 ^tant line fonction quelconr|iie de x, qiii s’anmile pour 
et pour x ainsi que ses deriv4cs succcssivcs, 

jusqu’a un oidre egal au plus grand des nonibrcs 
n — I, Pour ce systeme de variations, les termes lout 
integres de SI s’evanouiront, et Pen aura 



CeLte iiiLegralcj dont Lous les elements sonl positifs, ne 
pourra s’evanouir que si Ton a 

M — o, N = o, 

ee qui reduira I’expression de SI partie lout inLcgrde 
C Sj H- C S/-4- 'h “1 

D 8^ -h D' 8^' -f- H- fcp,] Bx, [cpio Sxo 

Cl 8jj-}- C\ ^y\ -l H- -“H 

CoSjo-cis/,^ -Do 5 ^ 0 - * 

[<p]i8xa— [cp]o8a7o, 

que nous designerons pai li. 

Les diverses variations qui llgurcnt dans cette expression 
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sont (^videmmcni des arbitr*aires mddpendantes Done, pour 
quo SI s’anmile idcnLiquemenl, il faudia qii’on aiL encore 

, Co^O, , D^^zzo, . , 

Les Equations 

r o - M - A -- a; -h -H (-^ i)"' a;;;, 

<7) or=N-zB b;^- b;;, 

soul des dquations differcnliellcs entre x cl les foncLions lu- 
•connues y, s 

Lapreinici'c contienlles d^iivces dej^z, |asqu’d Pordie 
am, n-h/rij . respecLivemoiit La seconde les eontient 
jiisqu’a Foidre m j-n, •. , cl de meme pom les siu- 
vantes SI le nombre des foncUons j**, surpassc ? Ges 

cqnalions formcnl done nn syslcme d’ordre 2 7?i H- 2/2 -r 
CXI g(5ndral, el donneioiil j', g, . . cn fonclion de x el de 
consUnLcs aibiLraiics , ^ 2 , . . 

Ell subsliluanl ces valenrs dans les 2 H- 2 m ~h 2/1 n- . 
cqualions aux limites (6), on aura Ic iiombrc d’cqualions n6- 
cessaires pour delcx'imncr les conslantes d’mldgralion cl Ics 
lumiles Xo, x^. Lc probl6me est done cn g6n6ral delcrmin6» 



357 Jacobi a monlr 6 que lc syst 6 mc des Equations diffd- 
ren tidies ( 7 ) pcutdlre ramem^^un systeme de 2 ;??h- 2 ;^^- 
cqnalions dn pi'cmicr o^dre ayanl la forme canonique. 

Siipposons, cn cffel, pour fixer les iddes, qu’on ait deux 
fonctions mconnues z. Prenons pour niconnues auxi- 
liaires les quaniuds y, . . . , , z\ . . , C, G’, ,, 

jT)^ jQi^ ^ ^ ^ ^ , on aura, par definition, 


I dy 
dx 
dz 
dx 



dy^ 

dx 

dx 



(8) 
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D’aiitre part, la diffcieiiLiation dcs equations (5) domic 
immediatement (en remarqiiant que M N = o) 


(9) 


dC . 
dZ = ^' 

dO 

’ dz 

5i 

dP^ 

^ dx 




el, SI Ton lire des ^‘qiialions 
( 10 ) 

les valeurs dc pour les subsUluer dans Ics Equations- 

(8) et (9), on obtiendra, enlre x el les nouvcllcs Yariablcs j-", 

C, , D, , ua 

system e d’equalions du piemier ordrc, dqui valent aux deux 
equations primitives 

Ce nouveau systeme est canonique Gonsidcrons en elFet 
la fonction 

U — cp —• Cy— — — 

Sa diffeientiatjon donaera 


«r/U 1 = I? dx - 1- A rfjK + ( A, - C ) dy' -I- -( ( - G">-’ ) dy"‘ 

H- B -I- ( B , - D ) dz' -i- -i - ( B„ - D"-> ) dz'>- 

~ y' dC — y" dC^ — - rfC"'-' 

— s' dT> — s" f/D' - --s" f/D" -> 


D’aillcurs les cocfficicnis dc dy^^^ ct do dz'^ dans ccUc ex- 
pression sont mils On voil done quo, si i’oii expnmc U cn 
fonction de yj . G, . . , 

D, , cn dliminanl au moycn des Equations 

( 10 ), on aura 



, (9U 

, <}U 



■ ’ ■ (}J3 

> 

li 

%» 

Oyl 

B_ f 
dz 

ce qui 6tablit notre proposition. 



• * • > 
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358. Rcciproqiiement, soil U unc lonction quclcoiiqiic 
cle X el d’un nombrc qaclconquc dc couples do vaiiabics 
Oj . j SLippobons ces derniercs quanliLes foncLions 

de X’, ct clicrchons la vaimliou dc ruilegialc 

/ (U -i-TT] 7 '-h )dx., 

*'^(1 

en supposaiit qu’oa les la'^sc vanei La poi lion dc la vai'ialion 
qui lesleia sous le bigne /, apies rmlegralion pai parlies, seiM 



el, en e\piimanl qu’clle est conslammcnl nulle, on auia Ics 
<5qiialions canoniqucs 




/ _ 

~<)r' 


r'~ 


dU 

do" 


On Yoit done quc Ic problemc d’aimalci la pi'cmicre varia- 
tion d’lmc inl 6 gia]c cl cclui crinf('‘giei ]cs syslcjmcs d^^qna- 
Lions eanoniques soul eiilieremcnl e([uivdlenls 


359. Lcb ri^buliais quc nous venous dc li Oliver subissenl 
c[ucl([ucs modifications, lorsqnc Ics fonclions^/, ct les 

limiles Xo) ne sonl pas cnlicremcnl arbilraircs Nous 
aliens passoi cn revue les principaiix. cas quc Von rencontre 
dans les pioJilcmcs iisucls, 

i" Les fonclious y, z, , . sonl encore arbilraires dans 
rinlib'ieur da cliaaij) d’nilcgralion , mais il cxisle enlrc les 

liimlesx‘ 0,^4 cl Ich valcurs ^ 

Ti-) prennenl pour ccs li~ 

miles Ics qiianliles JK, y, ,y^^" - g, L , unc 

on plusieurs relations 

(n) 4 ^-:: 0 , yr- 0 , 

On aura encore, dans cc cas, o, N ^ o, . , mais les 

variations 8 a?o, S:ri, 8 / 0 , qiii figurent dans la parlie tonl 
mt(5gr(5c dc SI ne seronl plus inclepcndantcs les lines dcs 
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aulres, el cliaciine des equations (ii) fourmra une iclation 
hneaire entre ces variations 

En efTel, changeons /, cr, cn y -j- oy, ^ -}- S^, pins :ro, 
Zi en ^oH- -h Soient yo~h ^yo, A; 

ce que sont dcvenus yo^ 7/j, par ccLlc vaiialion Cos 
nouvelles valeurs, associees aux noiivellcs limites 

^ devionl encore satisfairc aux eqiialions aux limiles 
ip — o, o, On aura done, cn devcloppant pai la sene 
de Taylor el s’arretant aux leimes da pi cniicr oidie, 




A A / 

-r— ~ ~1 ir — p Aj/y -h 

d/o dy, 


II ne reste plus, pour oblenir les lela lions chcrchees, qu’a 
trouvei I’expressioii de Ajko, Aj^^, cn lonclion de S^q, , 
I’oblicnl aisement comme il suil 
On a, pai definition, 

/o — 

y’i Art = 

~ a„H-3a:, "T * 0 + 8 ^ 0 ) 

= yt + rt'^‘ Sa;'o -H I- 8^0 + 

On auia done, en neghgeanl Ics teimes du second ordic, 
comme nous le faisons dans loute celtc icchcrche, 

“ hi -I- ) t""* 8.*o 

Nous avons ainsi obtenu autant d’eqiialions lui^aucs entre 
les valuations Sxo, Sjko> existc d’cqualions cle 

condilioD ip = o, ^ o, , Soil/? ce nonibie On pourra, 
ail inoyen de ces I'elalions, (Slimmer p variations de I’cjqua- 
lion 

[(|>]iSa?i— [<p]oS?^’o 

H-CiSyi-i- i Cf i 

-CoSjo ^ cr ^ 

-h 4- 1 oVf ^ 

--DooVo"- DJ"' 

-h 



-// -1 
*0 
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Les 2 -h 2 -h 2 /2 M- — p varialions resLantcs 6 tanl entit- 
lement indcpcndanLes, on devra cgalcr leurs coeffieicnls a 
zero, cc qui donneia aiUanl d’eqnaUons de condition nou- 
velles, qui, jomtes aux equations t{/ = o, ^rrro, , ddter- 
mineront encoie x^ et les constantes d^ntegiation 

On pent d’aiUcLiis opercr d’lmc maniere plus sjmt- 
Inque en ajoiUant a J’oqiiatiori precedcnte les equations 
S(j; =2. o, Sy rr- Q, miilliplu'es par dcs indcLerminees X, [a, * , 

ot cgalant a zero les cocrficienls de cliaque vaxnahon Les 
-f - 2 + 2 7 ? -h - equations ainsi obtenues scronl les 

memes quo cellcs qu’on obtieiidrait en annulant la variation de 
I ^ ct [JL designanl des quanti Les mvariables 

En les joignant aiix equations dounces t|; = o,*)7 = o, ,on 
poixrra dtlermmcr toutes les mconnuc's da pioblenie, ycom- 
piis les inconnues auxiliaires )^5 p, 

SCO Les fonclions z, nc soul plus indcpendantes, 
inais sonl bees par dcs equations dineicnliellcs 

(to) 1—0, 

Soil p le nombre de ces equations^ dans lesquellcs pour- 
ronl d’ailleurs figurer, outre les Ibnclions inconnues xj, 
el leurs ddrivtcs, d’aulrcs inconnues auxibaircs u, el 
leurs denvdes (Lc nomine de ces nouvelles inconnues devra 
loiUefois tire mfonciu a colui dcs dquations de condition ) 
Les dquations := o, % = o, feront connaiLre p des m- 
conmies/, z, , u\ , par cxcmplc , en lonclion des 
aiilros ;G, . . * , , qui icsleronl in(UHerminecs 

Cola post, dtsignons pai X,, ^ \p des loncLions arbi- 

iraircs do x^ quenous nous rtsoi'verons de dtteimmer. On 
aura tvidemmcnl, pour tout systtnie de varialions de j/, ^ 

a, . , Xqj x^ compatible avec les tqualions ^ o, — o, , 

' cpcA^f — 8/ (<p H >^1 4' + )dx; 
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car 


Pmt^grale / (^h ^ + ^2 X. "I" 


nullcj sa variation Test aiissi 
La variation de I’mtcgrale 


) dx etanl idenUquenicuL 





) dx^ 


traitee a la manierc oidinaire (sans fauc vdiiei les foiic 
tions pourra se mettre sous la forme 


Ui =z H 


/ X, 

(M'87 i-Woz-^h -hP'Sw-f- )dx, 


ILdesig-nant la partie tout integree el RL, des cxjircssions 
formees avec y, z, ^ u, 5 * 5 ctlcais dcrivf^es. 

Determinons les foncLious arbitiaues )si , . , \p par Ja 

condition d’annuler les coefficients des vaiiations .. dcs 
variables dependantes y^ , SK. se rcdiiira a 



f- hit ) dX) 


ct, comme les variations S:?, hu, soot arbitraircs dans tonl 
le champ d’lntegration, on aura separ^incnt 

, P' - O, 


Nous aurons done, pour determiner y^ z ct Ics loncUons 
auxiliaires les equations diilerenticlles sjinulia- 

nees 

™ o, X ■”*" ^5 

W — O, N'^r^O, ; P':::;rO, . . 

Les constantes dhntcgration el les li mites Xq^ Xi se dddui- 
rout de la condition H' = 0 Cclle-ci sc decompose d’ailicars 
en autant d’^quations distinctes qu’il reste de variations in- 
d 6 pendantes parmi celles qui figurent dans IL, lorsc[u’on a 
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, pour a!=rzci?Q et 

, » ^ cl cc? --r , 

qui sont des consequences des equations = o, y ™ o, Ics- 
([uelles ont lieu idcnliqucmenl poui loulc valeur de t:. 

La sene de ces equations aux limites dcvia d’aillciirs etre 
arretce au moment ou apparaitraient, dans les dcrivees sue- 
cessives de , des deuvees doy, , i/, d’oidre 

superieur a celles que conlienl IL 

On obtiendra done la solution du probleme propose en 
egalant identiquement a zero la vaiiation de Pexpression 


(i3) 




d.v 

dj 

7U “ ‘ 


I 


('P-t-^it + X 2 x+ )da; 


+ ^0X0 




Les Equations ainsi obtenues, joinlcs aux equations 
^ — 0, l=:0, 

ct h cclles-ci 



j j ) ? > 


d^lermmcnl loules les inconnucs dii probleme, y compns les 
muUiplicaleurs ’k, jj, y 



TaOISI^ME PARTIF 


GIUFaUE IV 


476 

361 3^^ Les quantitcb mconniies ‘^onl 

absujetties a vaiier de telle sorte qu’ime inlegiale defimc 

r y, 

puhe enlie les memes limiLes que I, conserve une valcur 
constante c 

Ce cas se ramene immediatcmenl aux. precedents Pienoris, 
en efTet, comme inconnue auxiliaire, la quantity 



Cette equation, qui definit a, eqiuvanl dvidcmmcnt aux 
deux suivantes , 


If =rzO pOUr O! Tq 

D’ailleurs, pom cc = devienl egal a c , on doil done avoir 
a “ c poui ^ ~ 

D’apres le niuneio piecedent, nous auionb done a annulei 
idcntiquement la vaiialion de Texpression 



_l_ X (0; — u')'}dv Uq - 


— c) 



{p -_p_ Xt|</ — j— 


dl \ 
dx ^7 


-i- ( (J.0 H~ Xo ) Uq H- ( p-jL — Xi ) - 


0 )^ 


).o et Xj etant les valeuis de X aux deux limites Xq et 

Les termes qiii, dans la variation de cette expression, de- 
pendent de Siz, 02^05 ‘5eront 



Bii dx — f ( [Xq -j— Xq) *4- ( [J.J — Xj ) 0 w, 


On am a done les equations 


— — o, » Pq”+-Xo — O, (Aj — Xi=:~C>, 
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done "k csl unc conslante, et la cjuaiiLiLc doni on doil atmuler 
la vaiiaLion se redaiL a 

Les equations qui c\pumenL que celle variation est nulle 
determiiiGionL les inconnucs ^o, j • • on fonction do 
la conslante inconniic k Ges valeiirs, subsLitueeb dans I’lntc- 
j>ra]e K, en feront line fonction de X, telle que f(k), il ne 
res lei a plus qu’a resoudie 1’ equal ion 

/()0r^c 

On pent retrouver ce nieme lesullaL par les consideralions 
suivantcb 

La variation de rmlegralc I doil s’aniniler pour Lous les 
syslcincs de vaiialions o/, og, . . , qui annulent la variation 
de K 

Celapose, soieiit o'ro, o'r^, 3^ ) , o'^y, 

dcu\ sysleun^s (jiieh onques de vaiiaLions de To, 
y, z. , el soicnl oM, o' K , o^'l, 5"K les variations qm on 
rcsullcnt respecUveineut pour les lotegralcs I, K. iJuimons 
a Xq^ y, X?, . » . 'de nouvelles variations cgalc"^ a 

S"K8'.ro-~-8'K8"a:o, 
a/' K 8' / -- 8' K 8^'7, 8" W ^'z -™- 8' 1C ¥z , 

La variation correspondante dc K scia 

8MC8'K -8'KS"K .o 

Celle de I, qiu csl egalc a o"K o^l ^ o'lC. o"I, devra s’annulcr 
<5gfalcmcnl On en dedint 

8'I _ 8^'I^ 

8'k “^oMC" 

Le rappoil dcs vaiialions de I cl de IC, sera done constant 
pour tout systemc dc variations dc y, . Soil — X la 
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valeur de ce rapport La variation de Tinlegralc 


14-XK: 


U. 


• l'\>) da: 


sera identiq[uement nulle Cette condition dcterminera Xq, 
rj, Zj en fonction de “X, qu’on obtiendra, comine tout 
a riieure, pai 1’ equation K := c. 

On voit quCj dans'les divers cas cpie nous venons d^exa- 
miner, la solution dii probleine icvient toujours dans sa paitie 
essentielle a annuler la variation d’une integrale ou toules les 
variations sont supposees indcpendantes 


362 Nous aliens eclaircir ces theoiies gen(5rales par quel- 
ques exempl(^s 

Chcrchons quelles conditions doivent etre remplies poui 
que Texpression 


soitla deiivee exacte d’une fonction ijj de y, y', 


) 7 5 


On a identiqiiement, par bypo these, 


On aura done, quelles que soient les valuations 0 *^ 1 ? 

V, S5, 



izi. H ' 


[si-r:-!- f 


(M Sy H- N oz) dx, 


H, M, N ayant la m^me signification que pr^cedemment. 
On aura, par suite, 


_ ^ ^ dtp d^ dep 

^ ^ d ^ d'f 

dz ~ dx d^' dP 



(' 4 ) 
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les s6ne& da second membie elanl prolongces jusqu^aii 
point oi!i dies s’arrelenl d’eUes-raemes. 

363 Ces deux conditions, donl nous venons d’cLabln la 
necGssile, sont en meme temps suffisanlcs Cette proposition 
est ^Yidente si m = o, zz = o ; car les deux conditions se r^-* 

duisant dans ce cas a ^ o, ^ = o, (p sera tine ionction 

<le X seul, fpic Ton pent integrei 

Nous aliens montrer d’aillenrs que ces conditions seront 
suffisantos pom dcs valcnrs quelconques de met de n si elles 
Ic sont pour m — x , n 

Nous remarquerons tout d’abord que le developpement 
dcs divers tciincs de M ne fouinit que des derivees dey et 
de d’oidie infeneur lespcctivcment k et /? -f- m, saui 

Jc dernier terme ( — de\eloppemeni 
conlient les deux termes 




Ces termes ne pouvant se redinre avee aucim autre, M ne 
pourra s’annulcr identiqucmenl que si Ton a 

d^cp _ d^cp __ 


ce qui montre quo cp est n^cessairement de la forme 
cpmPj'«-h Q, 

P ne contenant plus^j/^" ni ct Q ne contenant plus y^K 
Posons 

/IT'"-' 


ym-\ 4tant trait6 comme variable dans cette Integra- 
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tion, U sera tine fonction de - , y ^'~^ ; -Zj - • ? 

dont la denvee partielle par rapport a sera P, et Ton 

aui'a, par suite, 


dlJ 

dx dx dy^ 

rzr -h-R, 


dU 


dy 




d^' 


. H- 


dU 


R ne contenant plusy'^ 

Si done on pose 

r^U 

la fonction cp^ „ Q — R ne contieiidia plus D’aillcmN 

elle satisfera evidemment anx equations (i4)j ? 7 satis- 

d\} 

fait par hypothese, el etant line denvee exactc y satisfail 

axissi necessairement Done, le theordme 6tant suppose vi'ai 
pour m — 1 , /2, cpi est line denvee exacte, et d en seia de 
m^me pour cp 

364 Proposons-nOLis , comme scconde applieation ^ la 
transformation des equations de la Dynamique 

Consideions un systeme de n points pnj do 

masses et dont les coordonnees 

Xn^ Yii^ z,i soient lides par r equations de condition 

(i5) ?i=o, . , «P;^o 

Soient X^, Y^, Z^ , X,z, Z« les composantes des 

forces qui sollicitent ces divers points, et admeltons, ce qui 

a lieu dans des cas tres ^tendus, que ccs composantes soient 

, dU dU dU dU dU dU 

les denvSes partielles ^ 

d’une mdme fonction U des coordonn^es x, y^ z et du 
temps t D’apr^s les principes g6neiaax de la Mdcanique, 
on obtiendra les Equations du mouvement en lOignanL aux 
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relations (i5) les siiiYanles 


^ _ 


-1- X, 

r)o, 


dep, 

dx^ 



h X, 

I'l: 

li 

0 


tf 


d?i . 

4- X, 

c)<p, 

dy< " 


-4- Xi 

— -j.-, 

dyi 

dy-'^’ 

dzi 

- 

-h Xi 

u 

-h X, 

1;=”. 


j V (les mconnucs auxiliaires represcntant les 

tensions qui existent dans le syslcme 

Representons, pour abreger, par T la demi-force Mve 


ct considcrons Vintcgralc 



dt 


Les 6quations (i5) cl (i6) sonl precisemenL celles qui cx- 
pruncnt quc la variation dc cetlc intcgiale esfc nnllc lorsqiie 
Pon suppose que les luniies cl xcsfccnt constantes, amsi 
que les valcurs mitialcs cl finales dcs diversea coordonnccs 
Ziy et quo d’ailleurs ccs coordonn6es restent assiijctlics, 
dans Ic conrs de leiir variation, aux liquations de condi- 
tion (i5). 

CcUposd, les relalious (i5) permellenl d^cxpiimer les 'in 
coordonnccs Xy z en fonction dc 3 /^ — r d’enlre ellcs on, 
plus g(incralcinent, cn fonction cle 3 n — r nonvellcs variables 
cnti^rcnicnt mdcpcndantcs ( 7 ^, . . SubsUlnons cos va- 
leurs dans Pintcgialc On aura 





cl, par suite, T se iransformcra en. imc fomcLion cle 
... cldc lours dcrivccs^j, c/g, bomogcnccl du second 
I - Coursy in. 'll . 
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degi6 par rapport a ces deim^res quantiles, quanta U, 
deviendra imc foncLion de 

Les nouvellcs variables q^^ ne sont plus assiqetti 

a aucune equation do condition, leurs variations sont 
arbitiaires dans tout le champ d’lntcgralion , ellcs doivcx^ I 
seulement s’annuler aux limiles Poiii que la vaiiation 
I’lntegiale 


51: 


■L 


Yr!^(U±T] 




S(7i 


L ^ 


oy 


dcu 

r'‘yr^(U 

J U Ju ^ 


dt 


T) 


dq. 


£ £1. 

dt dq[ 


lq,dC 


s’annule, il est done necessaire et suffisant que Ton ait 


d(U+T) ^ dT _ _ 

dqi dt dq\ ^ ^ 


3 — r) 


Ge sont les equations tiansformees que nous voulions o I >- 
tenir On pent d’ailleurs les remplaccr par un syst^me can o — 
nique en prenant pour inconnues aiixihaires les quantit<'*^» 
dT 

G’est un cas particulier de la proposition plus gen^rii li* 
demontree an n° 3S7. 


365 Brachistochi one — Proposons-nous de determinrjr 
le cliemin que doit suivre sous Faction de la gravite un poio. I 
amme de la Vitesse imtiale pour se rendre d’un poxnri 
t^oyo^o a un autre point jKi dans Ic icraps le plus coxxX'l 
possible 

Prenons s pour variable inddpendante La differenlielle cl< ^ 
Faic de la courbe clierchde sera ^/i h- , la vilesse ^ 

a un instant quelconque, sera 2 g'{jz — ^ 0 )? enfia la 

duree du trajet sera donnee par Fintegrale 



v/t'j — 2^(s— So) 
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GVsl cetle expression qu’il s’ag;iL de rendre minimum. 
On a 


SI: 


r -I- g j ‘ 

Lv/'’5 — 2 /( 5 — 3o) Jo 

-r 




■ dz 


- 4 ,, \/i H“ ^ -t- — ^0 ) 

en posanl, pour abregcr, 

■jj _ ^ 3 ^ _l 

[\/ l-F- ^(3^ io \/ 1 + ‘’'-■'“H- /■ (/''o — 2 (5 — - 0 ) J 0 ' 


.t' S^ -h y' Sy 



“h og) y^(Sr -4- / S^)! 

”L 


^ J 

M = - 

d 


\Ji-\- t-'" + y'- — 

— Jo) 

N=-:- 

cl r' 


clz y'TIiI -|_ y>". y',,i __ 3^, 

^q) 


Lcs deux equalions cliflV‘rcnticl]os de la coiirbe cherch6e 
M 0, N r- C 
donnenl immddialemcnl 


i/n- - 1 - /■“ v/i'o — '■’ A' ( - — " 0 ) ’ 

/ _ ^ 


clj par suite, 


c 

,r = -T‘* + cj, 

f* c 


Cj c^f (Haul dcs oonslanles 

On veil ainsi quo la coarbe clicrchcc cst silu6e dans un 
plan vertical. Pour mjeux rcconnailre sa nature, olioisissons 
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ce plan pour plan des xz^ on aura, dans ce cas, o, et 
I’equation differenliellc de Ja coiirbe se rcJduira k 

- 7 - : ——:: - ■ — rz: C, 

V/iH- •*' V(’§ — 25 ( - — ^ 0 ) 


en posant, pour abrdgcr, 




2L^ 


Posons 


a — a -h b 


il viendra 


dx a b ^ , a-]- b 

— — =: Sin t zzz ; 

dt 2 2 


/l — CC 

inti/ 

y I -h CC 


: {(t-^-b) Tiz: [l — cos^], 


a -h b ^ 

X = — \t — sin -f ky 


k ^tant une cons tan te 

Les Equations (17) cL (18) pcuvenl s’ccrii'c 


^ H- 0 r=r — ■- — (i — cos^), 
, a-\- b 

X — /f rrr ( t — Sill t ) 

2 ^ 


etrepr^sentent une cycloide donL la droiLe direciricc esb din- 
gle suivant I’axe dcs x 

Si les points x^y y^y z^y X{y sonL supposes fixes, 

Sxo, Syo? 8-So, S^^, Sy^, Sl3^ seront mils, de sorte que H s’cSva" 
vanouira de lui-m6me. Mats les quatie consLanLesinLroduites 
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par Pintcgralion des equations M = o, N = o se determine- 
roni cn cxprunant que la courbe passe par les deux points 
donnes. 

Supposoiis, au contraire, que,lc point etantfixe, 

la position du point (^^4 , ne soil pas donnee d’avance, 

mais qu’il soil seiilement assiijetli a se Lrouver siir une surface 


y,z)’=zo 

On am a encore 0^0 = SjKo = ^Zq =: 0 , quant a , 

ils seronl lies par Fcqnation do condition 






Toiites les fois que cette condition sera rcmpliCj la quan- 
lit6 II, qm se rcdnil a 

1 -f- or I ) Yi {^ Yi H"" y\ 

s/ 1 + + y'l \l t'o — ■’ A’ 


devra s’annulcr, on aura don*c les equations de condition 


(i^\ 

(JO) W/i-^A^rA^ 

^ I y\ 

qm, jomtes <\ t[^ = o cL aux Equations qui expidmcnt que la 
combe passe par ^ok 7 oi par^j, yj, z^j detcrmineronl 
les consLanlcs dbiiKSgraliou ct les coordonnees linalcs Xi^ 
yi) 

Les dqualioiib (iq) cxpriment (i^idemment que la lungcnlc 
a la courbe cbcrcliec an point (.^i , j/'j, cst nomiale ii la 
surface 0 

Supposons encore quo, ^0) tSiauL lixe, yi, xJj) 

soil assujeui ^ sc lrouver sur la courbe 




y =r 0. 
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Les variations , SJK^ , seronl Iiees par les deux equa- 
tions 


( ^)i (1^) j ^ ■*" 



(^/i 



et toutes les lois que ces conditions seiont leinplics, ]’ex 2 )res- 
Sion devra s’annulei, ce qm donne requalion de condition 


\d^/i \d>tA \dy) 



y\ 


qui, jomte anx equations c}; = o, ^ = o ct a celles qui cxpri- 
ment que (^o? -^o) Z\) sont sur la courbe, de- 

termineia encore touLes les inconnues du probl^me CeLle 
equation exprime qiic la coiirbe cherch^e est normale d. la 
couibe A O; y = o 

Le cas ou {x^^yQ^ Zq) serait lui-memc variable sc traiterail 
de la meme manicre 


366 Ligne de longueui minimum eiUre deux points 
— Soient 0 , 0 , yo’) et x^^ Zi les deux exlremites de la 
ligne cherchee Nous supposerons, pour plus de symetriej 
les coordonnees o?, y, z expritn^es en fonction d’un para- 
mfetre t On pourra evidemmcnt passer de la ligne clierclxdc 
a toute autre ligne infimment voisine en faisant varicr F ex- 
pression de Xj y, z en fonction de t, sans altdrcr les valcnrs 
initiale et finale to et ti de ce param^tre. Nous aiirons done 
a annuler la variation de I’lntdgrale 


/ ct pH 

ds= I \la 

‘0 A 




OU les limites restent fixes. 



On a 
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81 - 


oil 


M 




** v'Zce' ■+■ y'oy'-h c'Sr' 


f ‘(M 3^ I- N Sy -[- P 35 ) dt, 

L s/^'^+-y^+d’ Jo J>, 

ci ') ' 


d 


Nr_- 


dt -/2 dt y/ ^ y/ J. I 

Les dquaLions M = o, N = o, P=^-o donncronL, par Fin- 
L^giaLion, 

— COllSU, ~ r~ COIISL , , 


d’ou 


r'zircoilsl , j' ^COllSL, 


eL cull 11 

(l?o) - < 74 -' 1 - «, y 4 ^ 4 - 1 - P, 


COllSL , 


ct -h Y, 


("‘qualions d’line droilc 

Si les points T^oj yo? ^o? yj? (lonii^'Sj la con<]i- 

Hon cle passer pai ces deux points acli^vcra do dcteuiuncr 
la dioilc; il restcra encore dciix conslanLcb iiidetcjcnun^u's 
dans les cquaLioas (20); niais cola doit etre, cai on p(3al 
changer dans ccs dquations t on ml m el n (Slant deux 
arbiiraircs, sans aU(5rer Jour forme el sans qii’ellcs ccssenl (1(‘ 
rcpK''*senl(Tla m^mc droite 

Stipposons cjue, le point (^'o>yo? <‘laul n\<7, (a.% j yi , JZ\) 
soilinoonuuj inais assujeili a sc Lrouver sur la simfacc 

o. 

On aura, cnlre les variations oyi, Sgi, U relation 
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et, sous cette condiLion, Pexpression 

doit s’annul'er, ce qiu dontic, pour acJicver de dclcrmuicr la 
droite et les coordonnees Igs deux equations 

^ 

dV, dy, OT, 

lesquelles expiiment que la dioite esL normale a la surlacc tp. 
Si (^o ;Ji) etaiL sur une courbe 


+ "-0, 

on tiouverait de meme FequaLion de condition 





d»i 


da, 

dj 

iz. 

()/ 

dxj 

<)yi 

dF, 

< 


^1 


™ o, 


qui exprime que la dioite rencontio la courbe donnee norma- 
lement 


367 JLignes geodesiqiics — Siipposons (pie la li^nc de 
longueur minimum a mener enlie 1<‘S points (^o? ft)} ^o) et 
-^i)? au lieu d’etre sitin'c dbine maniere quclcoiupie 
dans I’espace, soit assujettie a 6trc traetje sur mic surface 
donn6e 


Nous avons a rendre mmimum I’mU^grale f ds, x, y, z 

6tant astremts a la condition = o II faudra, pour cela, clier- 
cher le minimum de I’mtdgrale 


K 


= f 




■ H) dt. 



Ui 


On aura 
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M-hX 



N-hX 


& 



P 4 -X 



< 77 . 


Hj M, N, P ayanl les mOnes valeurs qae clans Ic prohlcmc 
prcccklcnl Lcs cqnaLions diffcren holies a joindre a r6({ualioii 
= o pourdoLcrmincr la courbe cliercliee etl’inconnuc anxi- 
liaiie 1 scroni done les siiivantes 


ri 


( 91 ) 

dj? 




dr 


Or ^3 ™ sonl ])roporLionnels aux cosinus direc- 
icius de la normale a la suriacc , mais, d’aulre pail, 

(I (X ^ 

- 7 — : ^ 3 • -^lOnt respechvcmcnl proporLionnels 

aiix cosmiis diicclcurs do la noimale principale a la courbe ' 
chcrcliee (t. I5n‘^483) Lcs ^qualions (ai) exprjmcnl done 
eeUc propiicle goomdtrxqiie de la com be chercliee, que sa 
normale principale se confond avec la nonnale a la surface 
sur lacpielle clle esl traede, 

Lcs lignes dcfinies par ccUe propri6L6 se nommcni hgnes 
geodesiquos 


808 . II esl generalomcuL avanlagciix, dans I’^lade des li- 
gnes gCod^siqucs, de rcprc^scnlcr la surface considdree non 
plus pai line equation enlre majs par un sjsLtimc de 

trois dqiiations, donnant z en fonctioii de deux para- 

iTu'^trcs ?/, On aura, dans ce cas, pour ds^ une expression dc 
la lorme 

ds = \/M c/wM- ? JN da d9 + ¥ d\^ 


Unc lignc Iracdc sur la surface sera diSfinic en joignantaux 
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equations de la suiface une nouvelle 1 elation donnant ii en 
fonction de p. 

Si Ton fait vaner la fonction u sans changer les ev:tiemit< 5 s 
W05 ^^0 7 2^15 de cetle ligne, on auia, pour la vaiiaLion dc 
Tare, I’expression 





-2 -T— diL av- 
ail 


dP , , 

-H rp- dv' 

ou 


Za-\-‘i.{Wdii h-N clv)d^u 


2 di> 


Integrant par parties le termc en d'&u et egalanl a zero ce 
qui restera sous I’mtegrale, on obtiendra I’^quation differen- 
tielle des lignes geodesiques sous la forme 


. . dM j A ^ ^ 2 j .M da IS dv 

(^22) dii^ H- 2 aa ap H- — dv^ zn 2 ds d , — 

da da da ds 


Cette equation du second ordre pent etre lemplacee par iin 
systeme de deux equations simultan^e^ du premier ordre 
entre v et Fanglc 9 forme par la tangente a la ligne goo- 
desique en cliacim de ses points avec la tangente a celle des 
lignes p = const qni passe par ce m^me point 

A cet effetj considerons le triangle mfimment petit lornie 
paries points A, B, C, dont Ics coordonnees sont rcspective- 
ment p; zz, 9 dv ^ ii-\-da^ v-\-dv^ on aura scnsiblemciil 

AB^=:P^/p 2 , m'=:Mda\ AG'—ds\ 

AGB nz 0 , A.BC r™ Ti — w , 

a> designant Tangle des deux lignes zz et p qui se croisent an 
point A 

On aura, par suite, en appliquant les formules connues de 
la Trigonometric, 


d’ou 


ds^ = M dii^ -h P dv^ 2 \/MP du dv cos to, 


COSO) 


N 

v/MP' 


^MP — 
\/MP 


sin CO 



puis 
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ds \/P d 9 

Sin to sinO ^ 


d’o^i 

(23) 


\/MP — jN^“ 

i/M 


et eiifin, eii projelanl Ic triangle sur BC, 

{2l\) t/? COSO =:\/M 4- \/P t/P COSO) : 


M da -4- N 


\/M 


49 ^ 


La division membre a membre desdeux dernieres fonnulcs 
donnera 


(25) 


M -H N d{^ 

COtO zzr — . 

\/MP— 


II nc resle plus qii’a Lranslbiiner Pequation (22) On aura 
, M du H- N d{> i 


2 ds d 


t/s 

2 ds d\jM cos 0 
dM , <)M j 

olii 

dll OP 


dsconO 


‘ 2 \/M ds sinO dtl^ 


Rcmplai^ons cA^cosO et tis sinO par lours valcttrs, subsLituons 
dans (22) cl reduisons , il vicndra 


(26) 


dN , dP , dM 

a a ()ic OP 

N /dM , dM 


du 




Les dqualions (26) el (2(5) sonl les doiix dqualions diffd- 
rcnlicUcs chcrcliecs. 


369 Lorsque les lign.es u el p sonl oiiliogonalcSj on a 
N = o, cl les formules (23) k (26) prcnnenl la forme plus 



492 

TROISifeME PARTIE 

— ClIAPITBE 

simple 





( 

ds sin 0 zzz 

\JPd 9 , 

(27) 

1 

ds COS 0 

Is 


COtO =: 

/JH dll ^ 


( 

V p 

(28) 

du 

dM , 

^ du -1 

dp 

\~ 2 \/M^P rr 


370. -Appliquons ces formules a I’cllipsoide 


^2 ^2 

"A B" 


^2 



I? 


en prenant pour ligncs w et p le sysleme de ses ligncs dc 
courbure. 

Nous avons trouv6 (t I, 538) Iti valeur da carrd de 
Feldment de longueur dans I’espacc rapportd h. un sysleme de 
coordonnees elliptiqaes ^3 En chaqiie point de Pel- 

lipsoide considcre, on aura 1^ = 0 ; Ics coordonndes de ces 
points ne ddpendront done plus que des deux paramdlres ^2 
et 7^3, que nous dcsignerons par u et p On salt d’aillciirs (u I, 
n° 540) q^iG les couibes const, p = const, sciont les 
lignes de courbure de Fellipsoide 

Posant done )v, = o, In == 11 , 7^^ = p dans Ics valeurs de 
il viendra 


£ 0 ^ A 

:zr:G 


( A-h u) (A -h p) 

(a-iTka-^cV 

(Bh-“; 4 )(Bh~'P) 

{B^k)(W=rcy 

(C a) (C -h P) 
(G~^A) 


ds^-. 


u{u — p) 


4 (A4~w)(B-4-i/)(GH-w) 


-h- 


p(p — u) 


4 (A -f- p) (B-h p)) (Gnh* p) 


da^ 


tip** 
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On aura done ici 

M = 1 n(u~-f) 

4 (A H— w ) ( 13 -H ) ( G w ) 

N =0, 

p _ I (’((’ ~ ii) \ 

”4 (Ah-(-)(B-i-(') (G-hP) 

et, par suite, 

c; _ P 

du 4 (A. --h p) (B -1- p) (C + 

M 

dv ic — p 


SubsLiLuant ces valours dans rcquation (28), il viendia 

M da -h P dp 2 ( w — p) \/MP nr o 

on, en rcmplagant M ct P par leurs valours Lirccs des Equa- 
tions ( 97 ), 

cos^O dp -4- sin-0 + 2( — v) smOcosO <iO m 0 . 

( uotle equation s’mtegrc imixiEdialtcmqnt ct donne 
( 29) If siu^O + r cos^O me, 

^ desigiiant une constantc 
L’Equalion (29) pcul s’Ecrire 

{u — c) sm^O -h {p — c) cos^O m o 

ou, cn remplagaiit smO cl cosQ par lours valeurs, 

( M — c) P ds'^ -h ( e — c ) M du^ m o 

Sulisliluant criQn, pour M ct P, lours valeurs cl sEparant 
Ics variables, on aura I’equalion 




CHAPIIRF IV. 


4g4 TUOISliiME PARI IE — 

L’arc de la courbe s’oblient egalemeiil par des quadia- 
tures On a, en elTet, 


~ M did 


dll} ^ 

(A ^4) ( B -I- a) (G -h « ) ( « ' 


ds -{u v)\J ^ u)\Q:+li){u~c)^'^ 

u\jiidit p \/p ds^ 

\7(A -4- a) (B -h u) (G + u) {iJ^ ~~ \/(A. pHGTO (7--0 

371 Les lignes geodesiques del’ellipsoide jouissent dc pro- 
prieles remarquables, qu’on poiU dcduire de I’^quaLion ( 29 ) 

Remarquons Lout d’abordqu’cn Lous Ics points d’ancligne 
de courbure u = const on a 


0 = -, d’ou Sin- 0 H- p cos^O zr: const 

2 

Le long d^une Hgne du second sjsteme ^ — const , on axira 
6 =: o et sin^O 4- P cos^O ==:: p = const 

’ 4 

Les lignes de courbure satisfont done a Feqiiation ( 29 ) des 
lignes geodesiques 

Cherclions les points ou la bgne geodesique 

u sin^ 0 H- p cos- 0 = 0 

est tangente a une ligne dc courbure 
On aura, au point de contact, 

0 0 OU 0 ~ 

2 

el, par suite, 

uz=zc ou p=z:c 

Chague ligne gdodesique est done tangente k deux lignes 
de courbnre, une de chaque syst^me, et Ton voit qu’^ deux 
lignes geodesiques langentes k une inline ligne de courbure 
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u ^ c correspond la meme valcui c de la oonstante d’mte- 
gralion 

II en cst de meme pour Ic sysleme des lignes geodesiques 
qiu passcnL pai les ombilics. 

Ou a, en effcL, pour les qiialre ombilics leels (l I, n'^SSS), 








G - B 


La condition = o donne 

(B H- li) (B H- v) r.™ 0 , 


done ii ou csl cgal a — B- Soil, par exemple, zz = — B , on 


aura 


r ~ A 


A “i~ e 
A^-G’ 


done P SCI a aussi egal a — B 

Pour line ligne geodesiquc qm passe par un ombilic, on 
aura done, en subslUuant ces valcurs dans I’equalion ( 29 ), 

— B c, 

GO qiii determine la valour de la constantc c* 

Cousiderons unc Jigne de com bare quclconque u:==: const 
Soil («, 0 ) un point queJeonque c|c cettc bgne,jo]gnonS“le a 
douK omlnhcs 0 et 0 ' pai des lignes gdodcsiques L, L', elles 
aurontpour Equation diffoientielle 

u cos^O e sin-0 rr — B, 
u cos^ O'h - e sill‘d 0^ — B 

En retrancliant ces dcu\ equations I’une do FaiUre , il 
vKUulra 

O”~:/^(cos®0 cos^O') I- e ( Slip 0 — fain- 0^ ) 

— (e — //-)(siiP0- snPO'). 

Done faiu -0 - - sin- 0 ', cl l<'s lignes L, L' auront pour bis- 
scciriccs les lignes dc courbuic du point p 

Soil iq) un point de la ligne de courbure consid^r^e 
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sitiie ^une distance mfiniment petite ds du point {u^ pn- 
mitivement clioisi Joignons4e a 0, 0' par de nouvclles 
lignes geoclcsiques L-i, 17, 

Projetons Li et relemcni ds sur L , on aura evidemmcnt 
L rz: proj Li “H pro] ds 

Or cliacun des elements de nc faisant qu’un angle ni- 
finirnent petit avec sa projection, liu est egal en n<5gligeanl 
le produit de sa Longueur par une quantile dii second 
oidic, on aura done, au second ordre pres, 

proj LjzzLi 

D’aillcuis 

1 proj. zz: (^5 sin 0 , 

done 

L zz H- ds sin 0 

On a de m^me 

L' zz L'^ -1“ ds sin 0' 

Mais on a 

smO zz ±: sinO^j 

egalite ou Ton doit cvidcmment prendre le signe H- ou Ic 
signc — suivant que les ombilics O ct O'sontsitues de colei's 
differ^nts de la Iignq u ou du nieme cote Dans le piexnicr cas 
on aura 

cl, dans le second, 

L H- zzz L j - 4 — L ^ . 

Ces dgalit^s dtant d^monliees, an second ordre pi*ds, 
loi'sque le point {u, Pi) est mfiniment voisin du point (?/, r), 
on en conclut par leraisonnemcnl connu (u I, 462) qu'ellcs 
sont vraies en toute ngueur, quelle que soil la position du 
point (w, P|) sur la ligne de cdurbure u 

On volt amsi quo les ombilics jouissent, pariapport aux 
Iignes de coiirbure, de propridtds loutes semblables a celles 
des foyers des sections comques 
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372 , Problenie des isopet imetres — ■ Proposons-nous de 
dcHcrmmcr, parmi toiites les courbes cle longueur 2/ ayant 
leurs exlremiles en deux points A ct B, celle pour laquelle 
Paire comprise entre la corde AB et la courbe est maximum 
Prcnons pour axe des x la droUc AB, pour origme le mi- 
lieu do ceUe droiie soit la longueur de celle-ci. Nous 
aiirons aiendre maximum rmL(^grale 



sacbanl quc I’lnldgralc 


L 


a 


a 



I H- dx 


a pour valeur 2 /. 

D’aprcs la melliocle gonorale, nous aurons a poser 


/ *" _____ 
— rt 

=£ 


SjK dcL 


dx 

Udquation dilTdrenUelle de la courbe cherclice sera done 


d’ou 


_ ^ ^ 

dx ’ 

xy 

— i:- X — C, 

y/i + y^ 

y — c' : . . \/X ® -- ( 5^ 


Equation d’un ccrclo dc rayon \ 

II resle a dtUcrminer les conslanlcs c, \ 

Pour jp rj: 0, on aura x =±: a, done 0 ~ o, 

J, -- Cours, ITJ 3a 
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11 ne 1 ‘cste plus (pi’a Idire on horle quc la longuonr cle I’arc 
soil L 

t)r, en dpsigUcUU par a ( // o u) Tangle c\\io le rayon CA 



<lu cenilo chorclnj fait avoc I’axc OY, on aura 
£ Xa, a \ sma, 

I^InnirianL a, on aura, pour cldLermmer X, r<5qualion 
iranscendauU^ 

a~ - X sin 

A 


l^’augle cf elanl (Faillenrs compiis enlre o el tt, il faiidia 
prorulrc pour X cello des racincs dc cclie Equation qui csl 

v*- £ 

linbupposanl^^xinfimmcnlpelil, Ic problfjme se iransforme 
cn Gclui-oi . 

fUtermmer parmi les courbes fermies de p&rimUre %L 
celle qui enferme ane aire maximum. 

Dans ce cas, FiSquation cn X dcvJcndra 

ct aura pour racine La solution du probl^me sera 

done un oercle ayant le pdrim^tre do,nn6. 
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IL — Variation seoonde 


373 L’etude des variations d6 TmLcgrale 



(p dx^ 


oili (p cst line fonction dc des variables d<!^pcndantcs /i, 
ct dc Jems denvees sucecssivcs, ces variables poii- 
vani d’ailleurs 6tie lices enlre dies par un sysL6me d’dqua- 
lions diffdrcnticlles 




se ramene immediatemcnl an cas oti cp, ne conlien- 

nent, avec les foiiclions mconnues, qqe lours dciivees pre- 
midx'es 

Supposons, cn eflet^ q^e^^, pai excmple, ligure dans ces 
expressions avec scs ddiivdes saccessives jiisqu’d I’oidrc ii 
IVous pomrons mtiodiiiic comme mconnues aimliaircs Jes 
denvees j • poiirvu qu’on joigae au sjsidne des 

dqualions o, o, cclles-ci : 


dYi 

dx 


j 


* » ) 


doa 


--jT' 


7 


yi dtant d’ailleurs la ddrivdc premidrc de ^ on voil quo 
la fonction f cl les dqualions de condilion nc conliendronl 
plus qiie les fonctions inconniics el Icurs ddrivdcs premieres. 

Supposons done quo nous ayons m fonclions mconnues 
j/ 4 , qti® ces fonclions, lours ddrivdcs premidres cl 

Ja variable mddpendanle x figurent scales dans Tinldgralc 

* / <p tte 

djc„ 

ct dans les dquations de condition 


^1=0; 
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Designons par p le nombre de ces derm^res Equations, 
Admettons enfin, pour plus de simphcite, que les limiles 
X{ de rmtegrale et les valeurs correspondantes des fonc 
tions^ soient des quantises fixes donn^es Gela pos^, cber 
ebons a rendre Fintegrale maximum ou minimum 


374 Nous determmerons les fonclions mconnues, comuu 
on I’a vu plus haul, en annulant la variation premiere (U 
Fintegrale 

ce qui fournit les equations differentielles suivantes 


(0 


dFi d dF ^ 


que nous combinerons avec les equations de condition 
dF 

( 2 ) , p) 

Lbntegration de ce systeme donnera en g6n^ral les in 
connues 7 el X en fonction de et de 2 7?2 constantes arbi 
traires. 

En eflfet, remplagons les equations par leurs di'^- 

rivees = 0 Le nouveau systeme obtenu 

>3, dF d dF d^i 

dfi dx dfi dx ^ 


contientles d^riv^es de^,, ^ jusqu’au second ordn% 

cedes de X^, , Ip jusqu’au premier ordre II sera doin' 

d’^ordre 2?h-\r p et fournira les mconnues 7 et X en foncUon 
de X et de a/n + p constantes arbitiaires Ces valeurvS, 
substituees dans les expressions 4 '/, les ri^duiront k des con- 


stantes ^jpuisqu’elles annul ent 1 den tiquement * En 
vant que ces constantes sont nulles, on obtiendra des ^qua^ 
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lions decondiLion qiii dcLeimmenl p constantes d’lntdgralion 
en foncLion des aulres 


Lcs iim consLanles qiu restetit seronL delermm^es a leui' 
lour par la condition que y i , , prennent pour cliaciinc 

des deux limilcs ,x*o el X\ lcs valeuis qui leur sonL assignees 
Le probleinc d’annuler la vaiiation premiere de I’mte- 
grale est done cn gcneial possible el determine 

On doiL toiilefois rcmarcjuei que I’ordie du systeme (3), 
ct, par suite, celui du systeme pnimtif, s’abaisseraicni si Ton 
])Ouvait dlimmer les ddrivees y", , y"^, 1'^, , enlre 

les (^qualions (3) Or, ces dciivecs y eiitrcnl Inidaiienient, et 
le dclermmanl de leurs coefficients n’est autre chose que Ic 

jacobien J des lonctions pai rapport aux quantiles y^ 

d / 1 

ct X Si done ce jacobien ctail ideiiliquemcnt nul, il scraiL en 
gcndral impossible d’anruilcr la variation premiere de rinle- 
grale, car lcs constantes d’mtdgialion seraient cn mouidre 
noinbrc que les cqualions aux limitcs auxquelles ellcs 
doivent satisfanc 


375 Nous admctliODS done que J n’est pas mil II est 
aisd, dans ce cas, dc lamener le systdme (i), (a) a un sys- 
t6me canoniquc (Ce resultat est une g^dnei^ahsalion dc celui 
du n‘* 357 ) 

Prenons, en ciTet, pour variables auxiliaires les quanlitds 
Les dqiiations 

(4) 

permettront d’exprnncr lcs quantitds y^, X cn foncUon des 
variables y, /?. 

Posons, d’autre part, 


dF 

dy: 


zpi. 


dF 


-Pi 


0 



5o2 
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On aura 

[~ 1 ^) ~ '^'‘^'1 ' 

Mais les leimes en cly\^ d\ dispaiaissenl cn vertu des 
equations (4) On aui-a done, en supposanl qu’on exprime 
H an moyen des vaiiabiesy et jo, 


m __ ^ ^ / 

D’aillciirs, les equations (i) peuvenl s’cciire 



On aura done, pour determiner les variables y, /?, les (liqua- 
tions canomques 


(5) 


yi-~ 


m 

dpi' 


dll 

dfi 


376 Ges equations etant suppos^es integi^es, on sail (260) 
que Icur integrate generate pouira se mettre sous la forme 


( 6 ) 




d^j-i 


(jz:_=I,2, ,m), 


V (itantiine fonction des vanables a, et de m conslantcs 
d’lnLdgration et les quanlites 6tant les 

auLies conslantcs d’int(3gration. 

La resolution des equations prcicodcntes donneia les va- 
leurs des p en fonction de x et des conslautes a, p. Les 
Equations (4) donneront ensuite les quanlit(^s X, enfin 
les conditions aux limites determmeiont les valeurs des con- 
stantes a, p 


377. Mais, pour ^tre assure de Fexistence effective d’un 
maximum ou d’un minimum, il est ndeessaire d’6tudxer la 
variation seconde S^I Si celle-ci ne pent s’annuler pour au- 
cun systeme de valeurs admissible des variations S^, elle con- 
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servera toajours le mcme signe, eL il y aura minimum on 
maximum, suivant qa’elJe sera positive on negative Si, au 
conlraii’e, elle pent s’annuler, il n^y aura en general ni maxi- 
mum, ni minimum, lavanaLion Iroisicme cliangeanL de sigiic 
avec les variations Sj/, il ne pouriaiL y avoir incertitude quo 
dans le cas exceptionnel oii elle s’annulerait en meme temps 
que la variation secondc 

Laissanl dc cole ce cas smgulier, nous sommes amenes a 
rcclicrclier si S-I est on non susccpliblo de s’annulcr. 


378 Posons, pour abreger, 






d^F 

hi h'k ' 

- 

djj dvA ■ 

-- 

h\h\ 

0^1 _ 
hi ' 

d^F 
^ hi 

— dll) 

d^, 

h'h 



Les quantiles ^</o da^ ea scronl des fonclions con- 
lilies de X, nous les supposeions continues, aiusi que Icurs 
d(5iivees partielles, cnlrc '^?o el X\ , ccUe bypoiliese esl ^‘vi~ 
dcmmcnl neccssaire pour qii’on piussc apphqiier la sene 
de Taylor au d6vo]oppcment des accroissemcnts des fonc- 
tions F, 

Posons cncoie, pour simplifier P^criture, 

ces quantiles scront assujcllics aux lelatioiis 
(7) o- cas\) {l-z-.i, .,,p) 

On aura, d’aiilrc pari, 
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les mallij^licateurs p./ otant des fonctions quelconques de 
finies entre et . 

L’expression 




1^^ SiJ;, 

-E,2, 2 H- ^il^i\ 


etanl homogene et du scqond dcgre par rapport aux qaantit<5i^ 
p, on aura 


2 Q : 


=x 


do. d£i 

d 








Substituant cette valeur dans 1’ expression de 8-1 et remix 
quant que les equations de condition ( 7 ) ne sont autres 
les suivanles 


(8) 


diJ-i 


o, 


il viendra 



Integiant par parties les seconds termes et I'emaiquanl que x?/ 
s’annule aux deux limiles £Cq et il viendia 


= ry 




d_ 

civ dz\ 


,dx 


On pourra done annuler 8 ^ I si Ton pent d(§termmer loH 
quantites [jl, de mam^re k satisfane aux equations 


(0) 


do. d _ 

dx 


ainsi qu’aux ^quai^ons de condition ( 8 ), en assignanl aux jss£ 
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des valeurs qiu ne soient pas constamment nulles entre Xq 
cl x^, mais qui s’annulcnL aux. deux limitcs 


379 Les iclalioiib (8) et (9) constituent un systeme 
qualions diffcienlielles entre les variables z, [x tout a lait 
analogue an syslcmc (i),(2) II sera egalement d’ordre 2 m, 
pourvu que le jacobien des expressions 


do, 


do 


par rapport aux quantiles [x/ no soil pas identiquement 
nul Oi, d’apr^s I’expiession de Q, on voit que les elements 
de cc d6lermmant ne sont autre chose que ceux dc J, ou Ton 
a substitue, pour les qiianlitds 9/, leurs valeurs en fonclion 
de X Nous admel lions quo, ineme apres cette substitution, 
Ic deteiminanl ne s’annulc pas identiquement etque, enpar- 
liculici, il n'est pas nul pom x = X\ 

Prenons alois pom inconnncs aimliaires les quantit(^s 


(10) 


(K 


Les Equations (8) et(io) permetlront d’exprimer les quan- 
tites el |x on fonction lineairc des quantiles z ct a, Ccs 
valeurs, substituees dans I’cxprcssion 


IT, 




- o 


la transformeront en une fonction homogenc ct dii second 
degrd des quantU(5s Zj u \ ct Pon aura, pour delemmer ces 
quantilfjs, les C(]uaU()ns canoniques 


(to 


dJT, 

dill ' 




OU, 

dz^ 


(lout les seconds membres sont Imcaires ct liomog5ncs par 
rapport aux mco mines z, a » 
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380. Les equations diffei cntielles Imcaires 


(12) 

do. 


(i3) 

da 

0 

0^1 


(i4) 

C 

ii 

d dQ^ 


aiixquclles nous venous d’anivci , sont inlimement In^es aux 
equations 

, dF d¥ 

dont rinlcgration nous a fourni les valours des quantitcSsy; \ 
on fonclion dc x et des constantes a;;^, p,, . , 

En effet, subsliluons ces valeurs dans ces derni^jres 
lions, elles se redmront a des idcntit^S, quelles que soienl 
les constantes cc ct p On pourra done les difl(5rentier par 
rapport a I’lme quelconque c de ces constantes ElTectuant 
cette diflerentiation cl posani 

Tk ~ dc ~ c)c 

on obticndra pr^cisemcnt les equations (la), (i3), (i4) 
Proliant successivcincnt pour c cliacime des am constantes 
a, P, nous aurons done a;?? solutions particulieres de ces 
equations. On en ddduil, en designant par et B/f des con- 
stantes arbitraires, la solution plus g6n6ralc 
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Les ^quatioils (ii), qiu sc cloduisenL dc lacomtinaison des 
(Equations (i?) a (i4)) admeUiont done comme solution Ics 
valeurs dc Zi, iii doanecs par les forinules (i5) et (i 6 ) 


38J Nous admetlrons qne les divers es den vees pai- 

lielles 5 qiii figurent dans les expressions 

prcccdentcs, resLcnt couLinnes cnLre Xo el X \ , 2 .° que les se- 
conds membres des equations (i5)’ne peuvcnl dcvcnir ala 
Ibis idcnliquement mils, de qiiclquc mamcrc qu’on choisisse 
les consLanlps A, B, k moms qu’clles ne soienl Louies nulles 
Celle dcrm^rc hypolliese enliaine inanifeslcmeni comme 
consdquence que les 2 m solutions parliciiliercs oblcnues 
pour les equations (u) sonl lin(5airemenl mdcpendanles La 
solution g 6 n 6 ralc des equations (i i) sera done donnee ])ar les 
foimiiles (i5) el (ib), cl cellc des equations ( 12 ), (i'3), (i4) 
par les lormulcs (i5) a ( 18 ) 

Nos 0 m solutions parliculiei cs ctant indepcndanlcs, Je do- 
te nnmant 


Oyj_ 


dai 

d'Jm 

dym 


dai 

Oa,,, 

dpj. 

dpi 

d^i 

O^tii 

j ^Pm 

dPm 

1 doti 

(hm 


dy, 

dVm 

dpi 

dp,n 

dYm 

d } III 

'dPi 

dp„ 

dpi 

dpi 

dpi 

~dP„i 

dpm 

dpm 

"dp; 

dPm 


tic pourra 6 tre idcnliqucinciu mil. 

('c dilcrminanlpeiU d’aillcars scxncllrc sous la forme d’un 
produU de deux aiilrcs diilcrnmiants. Encircl, les dipialtons 


luU‘glMl(\S 


dV 

dyi 


Pi 


(oil V ne conlicnt ni les p ni les p), difTdrexiUdes par rap- 
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port aux constantes a/f el donnent 

da/, ZjhOf.dvu da/^ dj'idaj^^ 

Opt d^V dr/, 

dp/, dn d//i dP/, 

SubsLituant ces valeuis dans D et relranchant dcs m dcr- 
ni^res lignes dii determinant les ;?z premieres, multiplides 
par des facteurs convenables, il viendia 



dyt 

d}, 

1 

dy^ 

dyi 



dxi 

d'J-m 


<^P/K 



dy,,t 

dy, 

71 

dym 

dVm 


Bz=z 

d«i 




-- { 


d^-Y 

d-Y 





d/i dy-i 

dyi dj.,n 

0 

o 




d-^ 





dr,n da.1 

m da^/z 

0 

0 


en posanl 







iTi 

dy_^ 



d- V 

(VY 


d'^i 




dVi 

1 ()^i^ 

D,= 




’ 





dym 

dym 



d'V 

d^Y 






dj /;z day 

(b'm <^'^m 


A.ncun des deux determinants D^, ne pcul done etre 
identiquement nul 


382 Nous sommes maintenanl en mesure de determiner 
les conditions necessaires et siiffisanles pour que S®I ne pmsse 
s’annuler. 

On volt tout d^abord que S^I sera susceptible dc s’anmiler 
si Ton pent determiner les rapports des constantes Aa, de 
telle sorte que les valeurs des Zi fourmes par les equations (i 5) 



CALGUL DFS VABIAUOIS^ Sog 

s’anniilent toutes a la fois pour deux valeurs dislinctes io, 
de la variable comprises entre Xq el x^ 

En effel, posons S/^ = enlre el Sjk? ~ o dans 

le restc de I’mleivalle x^x^ 

Les vaiialions amsi defimes ne sont pas identiquement 
milles dans louL rmtervalle entre et , elles satisfont 
au*x equations de condilion (12), enfm enlie 
panic dc I’lnlcrvalle oii elles ne soienl pas nulles, elles sa- 
lisfont aux equations (i3) et equivalcntes aux equa- 
tions (9), elles annulent done tons les elements de Finte- 
grale S^I 

Pour qiie les rapports des constantes A/, piiissent ^tre 
di^termmds comme il est indique ci-dessus, il faut et il 
suffit que le determinant 





soit dgal a z6ro 

Done, pour que S^I ne puisse s’annulcr, il faut lout 
d’abord qu’on ail 


de quelque mani^re qu’on clioisissc ct enlre x^ 
Posant en particuher — devra avoir 

(19) k{XQ,x )>0 


pour loute valcur de x > x^ et ^ . 


383 . Pour determiner les autres conditions qui, jointes 
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k (19), sont necessaiies eL siiffisanles pour Texistcnce d’lin 
nia\imum ou d’liii minimum, il nous faut Iransfoi mer Tex- 
pression de S-I de manteie a facililei la discussion de son 
signe Cette transformation repose sur deux propnetes de 
nos equations diffeienliellcs, que nous allons etablir 

Les equations diff^rentielles qui determinent les quan- 
tiles y, p ont pom integiale geneiale les 6qualions 


(?o) 


dV _ -- R 


Pienons la diffeientielle totale des equations do droUe on 
traitant cc comme une consume, il vicndia 



-r y— Clf/^ -f- 



SuLstituons cette valeur de dans Fexpression de U 
ililFeientielle totale de dy/^ 


elle deviendi a 





dVA: 

Off' 


et, comme les equations (ao) n’etablissent entre les y et 
les a aucune relation independante des quanlilcs p et ( 3 , les 
eoeflicients de chaqiie diflerentielle deviont etie egaux dans 
les deux membres On auia done, en particuhcr, en egtdant 
a zero le coefficient de dcc^ (apres avoir permute dans la 
somme double les indices de somxnation h et i), 

^ Y 

^mih d^i dP/i 


Substituons la valeur de tirde de cette formule dans 

da, 

1 expiession 





elle deviendra 
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ZdiZdhO<^ida.u ()?i dfh 


5 ii 


et ne changera pas si I’oii pcimuLe A el, A', car ccla revient 
evidemmeiil a pet mulct les deit\. indices de sommation i 
ct h Nous oblenons cjonc colle premiere rclalion 


( 21 ) 


V ( 9 Yi ^ ^]i£ 

^llAd^ dPi da, 


384 2 ^ Les quaiilil(!js p salisfont (375) aux equal ions 
canoniques 

, dll , dll 

djV dy, 

Prenons la deiivcc dc ces cquahons par rapport 5. Pune 
quclconque c dcs consiaiiles [3 II vicndra, on dosignanl, 

1 r dVi dpi 

pour abreger, par ~ par tii, 


(22) 


2j/\()p,()yi'“''- 

_jni_ 

Opt OpA 

, V f 


AAdy,i)y;r'^~'~ 

dy, dpj. 


ua I ? 


Ces equalions Imibires, admellanl les 2 m solutions parli- 
culi6res 

dj, d/^ ' 


\ dai ’ da| 


dp., dP;, 


anront pour mldgrale gda6rale les cxpicssions (i5) cl (iC), 
de sorle que Ic sysl^me ( 22 ) no sera qu’ime autre forme du 
sysl6me (ii) 

Le systeme ( 22 ) a pour adjoint le sumnl . 


U 





<?»n 

dp.dyP'^ 

Jy^dyk 

J1}L7 


dpropk 

dyu dp. 


^ U/t'] 3 
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qm n’en diffei'e que par le changemenL de en — U, Z. 
Si done 

Si ~ ( j ^ )y 

82— ( j '^/2> ) ) 

sont deux solutions parLiculi^res quelconques des equa- 
tions ( 22 ), 

( 5 ) 

sera une solution du systeme adjoint, ct, d’apr^s Ics pro- 
priet^s connues de ce systeme (H5), I’exprcssion 

(S 1 S 2 )— 

sera une constante 

38S On a evidemment, d’apr^s la definition precedente 
du symbole (S|So), la relation 


En outre, si 


( Si S 2 ) — (SgSi), 
( Si Sj ) rz:, o 


S 2 ) 

S|3 ( , ) ^iZy )> 


sont des solutions particuheres, Texpression 
7712S2+ mgSs-h 

~( y , , 7772 7 ^ 12 -f- TTlg 

sera encore une solution, ct Ton aura ^ 

(Si, 772282-4- 772383-1- ) ::r- 7722(81 S2) -i- 7723(8183) H-. . 

386 Toutes les solutions de nos equations s’expnment 
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liiicanemenL ca lonclion des orn solixlioas particulicies 
Si ' 


dy, 

dp, 

’ da, ’ 

’ da, ' 

dy, 

dp. 

’ da„, ’ 

’ da,„’ 

dy, 

dp, 

’ d(h ’ 

' d'i,’ 

dy, 

dp. 

’ d(i,:,’ 

' dfi,,’ 


S/n 

Ti ~ i 

\ 

T ( 

m \ 

\ 

Pioposons-aouh dc dcLcrruiner ]cs valeurs dcs (onstanlc^? 
parliculicrcs 

(S,S/,), (T;,S;0, (T/j\; 

11 laudxa, pour cola, cli(‘rclicr la valeui dc Texpression 


2, 


()/i, Oy, ()Yj_ 0/h\ 
~d(i ()c'~~~<)c "dc' r 


c el c' dcbignanl dcu\ qucloorKjuch dcs coaslanics a, p 
A cel ellcl, lecourons encore aii\ dquauons inl^gialcs 


_dV 

dy, 


Ph 


dV 

d«/ 


lin ddrivaul Ics premieres par rapporl a c, il viendra 

£y. -V . iyj - 

Oy.dc ''' Zik'Oyidyk^dc ~ dc 


On aura, par suilc, 


2 


dp/ d/ 
r dc dc' 



{ dc' dfi do 



d^ v dn dr/ 

dyt djk dc dc' 


La somme double ne change pas si I’on pcrmulo c el c', 
car cHa 6quivaut a permuter les indices de sommalian i 
J - Cows, HI. ■ 33 
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et k On aura done 
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2ji \ dc dc^ ()l dc' ) Zji \ dc^ dyi dc da dyi doy 
On a d'ailleiiis 


E 


dy, dyy_ 

I dc’ dfi dc 


d dV 
dc' dc 


jpy^ 

do dc' ^ 


en designant pai “ ^ la deiivce coinpl(Mc de par rap- 

poit a c', cn tenant comp Le dc ce que les sonldcs foncUons 
des conslantes c On a de meme 



d ^v _ ±ffy 

d/i dc' dc dc' 


dl dc' 


et, par suite, 

\ dc dc' dc dc' J dc' dc dc dc' 

Cela pose, V ne conlenant pas exphcilement les constantes [3, 
on auia, si c = (3/i el d =: 13/^, 


dV _ dV 

dc do'~"°’ 

d’ou 

(T 4 T/,) -. 0 . 

Si c — a.it et c' cfh, on aura, cn veilu des (Squalions (ao), 

^ _ dV 
do ~~ 'dT; ~ 

d’oii 

A ^ ft 

dc' dc 

On a de m6mc 

jd 

dc dc'~° 

et, par suite, 

(SaSa)=o. 
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Enlin, si c = P* d au-i on aiiro 


dY 

"dc 


r- 0, 


dc' 


d’ou 


dY ^ d OY _d^ _ I 0 SI A > /r, 

do cW “ dd dc ~ d/(3/. I I hzzzk 


Nous tiouvons done 


(^S/,S/,) 0 , (T/,T/^) --- o, 

o SI h /c. 


(T,S;,) (S;;r,) 


j SI Ji k 


387 Coiisidcrons mauitcnanl deux solutions quclconqiies 

Rp - ^JA,pSa-i-B/.pTa], 

4mmlh 

On aura, d’apicjs les formules pr(5cudenlcs, 


A/.pA,^(S 4 S;,)H-A 4 pB;,^(S;.T;,)‘ 
H- B/,p A/^o.(T/,S/i) H- B/,pD/^^op(T^T/i) 


Assignons aux coefficients A/^p, B/,p, A/,(y; T^ka Ics valcurs 
particulicres 


A/,p : :: 


<yh)i 


A/ 


( 


B/,p 

Ikcr- 


dHjl 


ou ^ dcsiguc une constaiitc quclconquc, aJ vaendra 

car le second membre dc cette expression, sc d(5dinsanb de 
celm de T^quation ( 21 ) quand on y change /r, Id cn /c, cr, p 
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er qu’on attiibuc ^ ^ la valeur particuliere esL idcntiquo- 
merit nu) 

En posant successivement p = i, 2 , ,, m, nous obtieri- 

dtons an systcme de solutions 

rii > j ), 

( } ^irm ' J, 

tel qiie I’on aU g'cndralemerit 

(BpRa) 

388 Calculous, d’aiitie part, Ja valeur du determinant G, 
forme avee Ics qnaiUUes 



Pom Tobteim, foinions le produitdu determinant 

I ill !hi iYi . ^y± 

do^i dpi Tp,;, 



o 


0 


o 


^ J 
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II \'iendra, en tenant comple cles equations (21) et 


Di A(,r,^) 


dn 

dn 

dp, 

dp„z 

dVm 

dy,n 

dp. 

dP» 



>dPi A 

\dP/KA 

dym\ 

."dP'iJi 

/dr»A 

\dp7„A 


_-rDiG, 


et, comme Dj n’est pas nul, on en dcduiia 


Nous adraettrons provisoiiement qu’on ait pu ddtermmcr la 
constanle dc telle sorlc qoc Ton ail 

G.-::A(.», ?)> 

dans lout I’lnlervallc dc Xa&Xi. 

JLes quantiles 1 «7«pj i^<p; m associces auv 

valeuis correspondanlcs p.)p, , p.j,p dcs quant)l< 5 s p., fourni- 

I’onl pour chacunc des valours p — i, ■ .. w un bj^blomc dc 
solu lions des equations (12) a (f/|). 


389 Posoub main tenant 
( 25 ) S/p ■■ 

(2O) M/p 

(27) [Vp '^JAuSkr 

Lcs quanhtds yw, 8*„ M/u, ddterminiies par ces Equations 
lindaircs, seronl des fonclions de /c, finics el continues enlre 
Xts Cl X\ en vcrlu do nos liypolli6scs, puisquelc ddlerminanl G 
des quanLit(Ss Z),^ ne s’annule pas dans cot inlervalle. 



5i8 
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En differentiant Ics equations (26), on troiivera 



^/(p -I- 


ou, en reni platan L les i;'par leurs valcni*5 dcdiiites de (*^5) 
(28) “‘P “S/ 

Substitiionsj d’aulre pai t, \q^ valeurs dos (jnanLitcs Uip, Ui^ 
dedintcs des equations (06) dans les ckfuahons 


o — (RpRcy) 
elles deviendront 

/ / A 0 ^zcr ^-^A/ ^Arr'^^^v ) ^ 

jLAiA^I 


on, en permutant Jes deux indices dc sommation dans le 
second terme, 




• ^ja) '^Ap'^io- -- n, ( p 


m , r=: 1 , 




Le determinant des quantitcs n’etantpas md, ccS eipia- 
Uons entrainent les snivanles 



(p- I, 


, m). 


ct le determinant des Zup n'<5tant pas mil, on en decluira 

Les equations (12), (i3), (i4) sont d’aillciirs satisfaites par 
les valeurs 

u I -Vlipi (X/ ’P/p* 

Faisons cette substitution, reraplagons les quantitds Uy 
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p., par leurs valenis (25) a ( 28 ) cl changcoDS, lorsqnc 
cela est nccessaiie, la denomination dcs indices de somma'- 
tioa, il vicndra 

Ccs equations ayanl lieu pour p i, , ct Ic detcr- 

minanl cles quanlilds C/,p n’elanl pas mil, on aura pour 

/f — I , ^ 


(29) 




( 3 o) 


y S4/, 


, 

jLlh A 

m^t 


( 3 i) 

O" - <^ik 1 ^hicikh 1 ^ 

\ da^lLr 

mil 

"^In^kh 


On pent deduiie de ccs ecjualioris les valours d(‘s (pian- 
lilds 6, d on Ibnclion des 6*, <?, y, S, M Elies donncnL en 
effet 


(32) 

puis 


'S; 




jLUh ZmJi 


/M/f/ 


on, cn permutanL i cl k ct rcmarquaiU que S/f^ ~ ^ 


( 33 ) 


■Sac 




Les valevirs pr6c6dcnles dca b, d 6lant subslilu6es dans 
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Fdqualion (3i ), elle donnera 

^H-'V "V G/ii{ (i/iM/^/-\- j/,/iMi/) h'V 

^IjLJih Ljh 


' 0/ 


LS.' 


h' hi, ih Ihh* 


SubsLituons les valciiis ci-dessus dcs qimiiLfles a^ d 
dans Texpression de la variation seconde 

a^I = J («<A S/t 3 j)-4 4- 2 ba 3/: 3/1 -I- c„, Sj, Sj) 'J cIjo 

et dans les equations de condition 

(35) ' o =- Si}-/ (rf,, 8^,-1 e,ily',) {l — i,. , p), 

qni existent entie les variations 
Si nous posons, poiu abieger, 




O/A 




(36) 

^37) 

(,38j 

on tiouvera aisdmcnt que ]es equations (35) devicnncnt 

(h) ^(‘,if’i=o 

et que S-I prend la forme sinvantc 


3^: 


=r(xx< 




Le dernier terme de cette expression di^parati en vertu 


ciiruT 1)1 s vAiiunoi^s. 
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des relations ( 3 y) D’auUc part, 






car les vanalions S^, S;ka s’annuleal au\ hmitcb 
(lone plus simplcmcnl 


On aura 


82 1 



dx 


390. Lcs oondiiions (35) no sont pas les scnles anxquelles 
soient assnjGlUes los vanalions hvi J1 laul, en outre i"" que 
ces vanalions soicnl infinuncnl pelites, ainsi que leurs de- 
uv^cs, cnLre Xo el r, , 2 '’ qu’cUes &’annulenl a ces deux 
limilcs, san'=J s’annulcr idenliquenicnl dans lout rmter- 
valle XqXi 

II resuUe dc la que les quanlU^s doivenl elre infiniment 
petiles, mais qu’on ne pent les siipposer ideniiqucmenl 
nulles entre ^0 cl Xi En cflel, si tons les (Uaient mils, les 
Equations (36) donnoraienl 

'4o) 871 - y 7/1, 87 /,:- o, 

JmmJh 

En vertu dcs relations (‘>-5), ces (Equations seraient satis- 
fa les en posant 

8^1 — 

p ayant Tune quelconque des valcuis r, . , m 

Par hypoth^se, Ic d^lerminanl des quanliK^s Zip non seule- 
inenl n’esL pas identiqucment nul, mais ne s’anmile en aucun 
poml de Pmtcrvalle X()X { . Les dqnalions lim^aues ( 4 o) auront 
done pour inl< 5 grale gdndrale 



les G 6 lant des constantes arbitraires. 

Les Sj/f devant d’aiUeiirs s’anmiler pour ^ = ^0 et le 
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determinant cles Zip n’etant pas mil en ce point, les con- 
s tallies Cp deviont ^tre toutes nulles, mais alois Ics Sj ^ se- 
laient nids identiquement 


391 Cela pose, si la lonction 


(D 



CiK fV 


conserve constamment le ineme signe poiu tons les sysl 6 mes 
de valeuis des fonclions Vi qui ne sont pas identiquement 
nulles et qiu satisfont anx lelations (Sq), Tinlegialc 



jouira de la ra^me propnete II en seia de mcme, a plus forte 
raison, si I’on se boine a assignor aux arbllraii’os 9 i les sys- 
temes de valeurs aux quels correspondenf des valours admis- 
sibles des Byi II y aura done maximum ou minimum 

La foiiclion cp pourrail d’ailleurs s’annuler pour certames 
valeuis paiLiculieres de cc sans que cc resultat fCit trouble, 
Cette condition suffisante est en mcme temps neoessaire 
En effet, s’ll cxistait un systeme de fonclions satisfaisanJ 
aux equations (Sg) et tel que la fonction cp fut positive dans 
une partie de I’lntcrvalle et negative dans Fautre, nous 
allons voir qu’on pourrait lendre S^I posilif ou ncgalif k vo- 
lonte dans cel inteivaJle 

Soient, en elTel^ X j , . . , des fonclions quelcouques 

de cc, Im^airemept independantes^ et finios enirc ,^^^0 el cc^ , 
c, , C2n^i des param^tres inliniment pclits Posons 
Cu - • 5 02/2+1 des conslantes mfinpncnt pelites Posons, 

le multiplicateur K etant ^gal ^ z^ro dans la partie de Fintcr- 
valle oi!i <p est ndgatif et ^gal k 

Ci H H- X2/i 1-1 

dans la partie oil il est positif Les fonclions V/ satisfcront 
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eacore aiix cqualions (.^9), el I’expiession 

nulle dans la pieraiei<‘ ])oihon de I’mlcivallc, sera positive 
dans la seconde L’inl6{>ialc 



sera done posilive 

Les valcurs eorrespondantcs dcs 8)9 sent Ics 
<5c|iialions lincaiics 


(40 




-s. 


Vif ^yh 




intdgrales des 


Pour Ics oblemr, mlcf^rons d’abord les equations sans se- 
cond membre, il viendra, connne lout a I’bciirei 

{[\7) 8 }', 

Prenant les (]p pour nouvcll(‘s varialibs, d’apres la mtJtliode 
de la vanalxoa dcs conslantes, on obheudra les equations 
Iran si 01 me cs 

Les elant continiis entre x^) el el leur determinant 
ne s’annulanL pas, on pouria rdsoudre ccllc Equation parrap- 
dC 

port aux derivdes . ^ Lv r<'‘sullal oblciui sera do la forme 



dOp 

da- 



les Eip 6lant des fonclions finics 

Cos Equations admeilent la solution particuli6rc 
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qui est mfinimeiiL peLile, ies eLanL inruuincnL petus. Les 
valeuis correspondantes dcs S/i scronl cllcs-memes indni- 
menL peLiles II esl clair d’ailleurs qu’elles seront lindaires 
et homogenes par lapporL aiix conslaiiLcs Cj, et 

I’on pouria deteimmcr lesrappoiLs de ces conslanles do iiia- 
mere a fane en sorle qiic les oj i shmiudenl pour 2 o eL 
Enfin les S/i ainsi delerinmos nc b’auaulonl pas idenLique-- 
ment, cai les equations (4i)j oii les V^ne sont pas idenliquc- 
ment nids, ne pourraicnl etie satisfaites 

Nous obtenons done un systeine dc vaiiaLions ofi salislai- 
sant a toiUes les conditions reqiiises, et pour Icquel S-I est 
positif On determineiait de meme un second systeme dc 
variations pour lequel 8-1 serait ndgatif 

392. Nous avons done icduit la question pioposec a cliei- 
cher les conditions pour que la fonction 

Lai jLjk 

oonseivc constaminent le inenie signe pour Louies les valcurs 
de 0 qui satisfont aiix lelations 



Comme d’ailleurs le signe de cp ne depend que des rapports 
des qiiantitcs on peul, sans lebtieindic la geneialit6 dn 
probl^me, supposer les p assujettis k satisfaiic on outie ala 
condition 

(44) 

Pour lesoudre la question amsi poscc, clier ebons les 
maxima et miniina de cp pour les valcurs de p qui satisfont 
aux equations (4'J) et (44) Dans ce but, nous egalerons a 
z^ro les d^nvees particlles de la fonction 



GALGtJI. DES VAKIATIOKS 

Nous obLicndrons Ics (kj[LiaUons suivaiiles 






-y e,/ 


c,A(’4 pf’i-'- -(t, 


qui, jomtes aux iclations (/iS), clelei mineionL les lappoils 
cles quanliles p cl pi, qiiaiil a p, il sera determine par la con- 
dition que le detciminant 


In 


- e 


^mm 

^wl 


P ^ ^hn l 
O 


u> 


^mp 


Cu— P 

^nii 

i 

i 

1 ^ 1 /' 

so It mil. 

D’aillcurs Ics t'(]naUoris (15), rospccUveinctiL mulUplK'es 
par p,, , Vm el- ajouLccs cnscmlilc, donncronl 

ou, en verlu clcs cqiialions (/j^) el 


? = P 

IjCS maxima el minima clierclids sonl done les racines do 
I’equation I -- o 

Pour que (p rchtc consLammoul non posilif (ou conslammenl 
non negalil) cnlro iOq cl .Ci, cl cela pour loul syslomc dc va- 
leurs dcs o, il e&t evidemment ndccssaire cl suCfisanl que ccs 
racmes rcslcnl loulcs non pobi lives (ou toulcs non ncgalives) 
dans cel inlervallo 

D’ailleurs, si ccllc condition csl rcmplic, on n’a pas 
craindre quo tp soil idenliquement nul cnlrc «o cl ; car il 
faudrait pour ccla quo I’dquation en p edt nnc racinc mille 
pour toule valour de x cnlre eta?,, ce qui csl impossible, 
carle terme conslaiil de I’dqualion on p se confond, au sjgnc 
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pr 5 s, avec le d^Lermmant J, cjui, par liypoUiCbe, n’est pas 
identiquement mil 

Nous obtenons aiusi les condilions suivanLcs poui Texis- 
tence d’lm maximum (ou d’lm minimum) 

Dam toiite Veienduede Vintet KKille ^()^^ lo detei rninant 
A(^o?^) doit etie \ o {sauf pow ^ = cl les r acmes 
de V equation I ~ o dowent etie non positwes {ou non ne- 
gatioeh) 

393 Nous avons toulefois admis, pour ariivcr a ce rd~ 
sultat, qii^on pouvait determiner unc conslanLe lellc quo 
Ton eut 

(46) A (a?, i) "o de ci-o a oo^ 

II nous reste a nous assuiei que cctlc condition csl impli- 
citement contenne dans les prdccdenles. 

La condition A(xo, .^)^opour donnc, en pai- 

ticulier, pour 

Les elements du determinant A el les coefficicnls dc I etanl 
parliypotliese des foncLions conlmues, on pouira ddtermmcr 
des quantites Sq, e, assez petites pour qii’on ait encore 

tant que loi li seroiil lespectivement compris entre Xo et 
Xq -h £o et entre x^ ct -f- e, On aura done 

(47) 

tant que x sera compris entre x^-h Eq 

D’autie part, les racines de I’dqualion f o conservenl un 
signe constant dans rintervalle dc ^ ? d’aillcnrs, nM- 

tant pas nul pour x — x^f aucune d’ellcs ne sera nullc pour 
cette valeur de x, et, comme elJes yarient mOnimcnt peu 
entre x^ etxi + £ 4 , dies conserveimnl encoie leur signe dans 
ce nouvel inter valle. 
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De cetlo propiiete el cle I’eqaaLion (^ 7 ), on deduit que S^I 
ne peal s’cinniilec dans riiilervalle de ^ H- 

Done, d’apieslc 11 '’ 382, 

A(^, £i) o pOLU O. - Eo < El 

D’ailleius ceite expression csL ep^alemcni si ^ cst compiis 
enlrc ^oel .ro-hco On salislera done a la condition (46) en 
prenanl ^ rr: ~h Cj 

394' Nous ferons retina rquer, on teiminant, que nous 
avons admih clans Louie eelie etude, non seulcmenl quo les 
varialions 5/^ des fonelious incoiuiucs sonl inlinimcnl pe~ 
Utes, inais quo lours derivecs S;q le sonl egalement Si Ton 
voulait SLippiJmcr celic derniere rcslriclion, les condilions 
irouvees ci-dcbsus pour rexislence d’lm maximum ou d’un 
miininumj loiil en rcslaril neccssaircs, pourraienl cosser d’etre 
siiKisantes, 

III — Variation des integrales multiples. 

395* Les iioUon*i [ondamcnlales dii calcul des variations 
peuvenl s’etondre sans di((ieidu5 aux fonclions c|ui renfer- 
menl plusieurs variables judependanles 

Considerons, par (‘xemjde, line fonclion 

tp(^, P, , «a( 3 y, ) 

des variables mcDpendanles j', z, des fonclions w, p de 
ces variables cl do lours dcbivdes parllelles 

M«Pt ,p jsT ’ “ dx‘^' dJFd^ 

Si I’ony change u, p en 8z/, ^ + 

cp se changera en ime nouvelle fonclion e), qui, 

developp6c suivant les puissances de e, prendra la forme 

cp 4 tp = H- “I H"- * 
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On aura (^videmment 


dcc^ ()x^ ^ 


d’ou, pour la valeiir paiticulieie e=:^o, 

7 / 7 '® 


ci^ ^ 

repr^sentant la derivee compl^Le dc cp par rapporl a .r, on 

tenant compte de cc que dependent dc ccLie vauablc 
On trouvera de meme 


dy‘ 


‘ ^ dy^’ 


d'- 


C{ 


»‘ 7 i 

dz^ 


Lavaiiation piemiere Sep, que nous considercions spdcialc'- 
nient dans ce qui va suivie, aiii^a evidemmenl la valenr siu- 
vante 

( ocp-— USw I -1- IdajSy 
( -h V 6<; -t- Vapy S^apy H- , 


(0 


en posant, pour abreger, 

TT 

du 


<?o 

5F 


:V, 


dp 

d^^apy 

do 

deapy 


' Id^Py) 
VaPy) 


396 Gherclions maintenanL les variations de Pjutegrah^ 


tuple 


I ^ (p r/.-r dy dz^ 


en admettant, poui plus de generality, indmc temps 

qu’on change en e H~ So, on fasse subir une alte- 

ration mfmiment petite an champ dc rintygralion 
A chaquepo;nt 7i, X, situd sur la limitc dc rancieuchamp 
d integi'ation, on poiirra faire corrcspondie un point infbn- 
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ment voism ^ H- 8^, /) -f- S^, 'Q -h 8^ sxir la ]imitc du nouveau 
champ Ccla pose, changcoiis cle varia1)lcs inclepenclanles en 
posant 

x--=- h oa’^ y z.y' i~ 8}^', 

8^', 8;^', 03 'cLaul (Ics lonclions luhnimcnL pcULcs, assujeUics 
a la condilion cle se leclmrc a 8^, oc], 51:^ l()r&(juc z'= y= /), 
z^='Q L’lntegialc alleiee, c\[)rimee an moyen do ccs nou- 
velles variables, pieiuiia la foiino 

(P) I I- il - j^'Fj<ir'r/r'r/=', 

le champ d’jnlegialioa eLanl redevenu Ici inome cjuc dans rni- 
tegi’a!(‘ primitive I, J tlehignanl le jacubicn 


r/3:r' 

d^d 

dZr' 

dd 

d y' 

7/?“ 

do}' 

d oy' 

dh' 

dd 

^-^^'dv' 

dd" 

dHzJ 

d^z' 

dhd 

\Ld 

dy' 

^ ^ (Id 


enfin dtanl ce que devieut 4> lorscpdon I’exprune au moven 
dcs nouvcllcs variables a', z/ 

Le d^veloppcmient do ceLLe cvpresbion, suivaiU Ics puis- 
sances dee, lie presenie aucuue dinicull(5, iious L’arrc^^tcrons 
aux Lcrmc's du premier ordre pour obtcmi le varialiou pre- 
miere 81 Nous pourroiis (rmllenrs, m le faisaiK, suppiimer 
les accents doul sonl air(‘clees Ics nouvelh^s varj<ibles, auiunc' 
confusion n’clant a eraindre, puis([uc Ics aneieim(‘s vaiiables 
£Cf y, z auronl disparu* 

On a 6videmmeril, avec cc degre d’approximatiou, 

y c/8r d^y dBz 

^ * dx * dy * dz 

D ’autre pari, 

# rc: <p H- Sep H- . 


J Coun, in 


34 
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devientj en leniplacant y, z par x -f* y + Sj^, ^ 


(VcD 

IF -=- o -1 — - 
‘ ax 


d(S) ^ d'-o ^ ^ 

oj+^o^H- -hoc?-,- 


Oil auia done 


W J i:::!: cp -f- Sep • 


do ^ do ^ do . 

— 1_ rt.y? -J L 0 V -4 -IS-: 


dor d^y d^z 

‘ dx ' dj dz 


rs ^ d ^ d j 

Remplacant 3<p pai sa valeur (i), substiLuanL dans Tequa- 
tion ( 2 ) et cgalant dc pari ct d’aiiUe les lermes du piemicr 
Oldie en £, il viendia 


U -j- “I- Uapy “I' 

dr, dr, d . 


dx dj dz 


397 Cette expiession de SI, donnee parM Ostrogradsky, 
peat etre tiansfoimee par I’lntegiation par pailies 

On pent admettre, pom pins dc siinplicilc, quo la fonc- 
tion cp soumise a i'mtcgration ct les equations de condihon 
qui peuvent existei, suivant la nature da probleme, entre les 
vaiiables independantes les fonctions mconnaes 

p, , . ne contiennent aucune dciivee particHc de ces der- 
nieres loncLions d’ordie sapericur an piemier, car Ic cas oii 
figuieraicnt des d^^nvees parlielles d’oidre //? sc rameneiail a 
celui~la en pienant pour inconniies auxiliaircs les derivdcs 
parlielles jusqu’a Fordre m — i et ojoulant aiix eqnahons de 
condition les equalions aa\ deiivees parlielles dii picmicr 
ordre qm definisscnt ces nouvelles mconnucs 


Supposons encore, pour abrdger reenture, qubl n’y ail 
plus que deux variables independantes JK, ct posons 
„ du dy dtp do 


dx 
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i)n2 


u 


2? 


On aura, (rapr^s ce (|ui precede, 


S[ 


s( 


U -h tJi 3//i 4- Uo V Se H- 

I- ~ cp OJ' ~ cp by 


(h 


<h 


Jda)dj'. 


Les i(‘rnu‘s II|S;/|, V| oVj, . el ^ <p B ponvenl cln* inle- 
^res p.u parlies [lai liijiporl a el doniH'ronl 


1 

^ i-V,3,vh 

“1 


j r/i 

<3) i 

1''., 1 1'', P. 

1- 





dV, 

di 

8e -1- 

dr ^ 


F|, . (lesi^nanl les vahuns do P(‘\pression 

V - I oif \ Vi Se I . . i- fp oj 

,iuv points oil ]a paralleli* au\ a l(‘ lon^ de la([iieUe on 5nl('‘^re 
4*iilre dans le champ vl mi it‘ssorl ( /i\i» it>) 


y 




' r, 

1 

i 


‘*i 

On a (I’ailleiirs, en (li'‘sif»nanl par NoX, ISfiX In'? angles (pie 
la nonnale (‘xUh'Kmri* (\ la eoiirhc^ cpii liniile le eJuuup fail on 
(uvs divers poinis uvee ]’a\(‘ d('S .r pnsilifs, (‘t par<^/Ao, o?v'i, ,* 
les ari's inler<)cples siir lu conrhe onlre la droilo j' el laparal- 
l^le lulininmnt voihine y »|* r/r? 

e// r: ~ ~ A'o cosNoX eesNiX - * 
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U^quation ( 3 ), mlcgree par i^apporL a donnera done 
^ ^Ui -h Vi Spi -h ^ ^ 

=r::y"(Ui -H Yi op H- -h «p ) COS NX <:/v 


S( 


^/U, . (IS ^ , 

J r,u -h Sp H- 
tiju a X) 


\ 

^ dx dy, 


la piemieie iiilcgralc clanL piisc Ic long de la courbe limilcs 
etla secondc dans lout le champ 

On pent opdrci dc muine sur Ics Lermes 

Ug Oif/o H Vo opg •-]— — 1~ ojp 

en les mtegiant par rappoiL ay. On Irouvera ainsi 


81 : 


=y’(A^tf-|-B 3 (»-i -f- D 3 a; + E 8 /) 

-^(M 3 fi -h N 3 (j 4 - ,)cLvdy 


en posanl, pour abieger, 

ArrUi COS NX -hUsCosNl, 
B -YjiosNX -hYsCosNY, 


D cp COS NX, 

E ^ cp COS NY, 

d V dy 

N-V 

~ cU dy' 


398 . Chei’chons A quellcs conchlions on doit hatisfairc pour 
que cette quantile s’annule pour lout sysl 6 mo de valours de 
8 a;, Sy, Bu, So, . compatible avee lesdonndes du problfime. 
i“ Si les limiics du champ et les fonclions ii, v, . , . sont 
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onLi(''M'omentat'biliaires, on ])Ourra dssii'iKU' «i 3 r, ou^ St', ♦ 
dos vulcnrs aI)S()luiiicnl (|uol('on([uos Posanl d’ahord 

a.r 3) o, hf eO»M, ov wO-N, 

0 (‘lani uiK' ([iianUte qui h iiuuulr tiu\ limil(*s dii (diaiup, Pin- 
l(‘f»ral{* simi)!(‘ am a luus s(‘s cdtumuils ludh, do sorlo quo 51 hc 
irdiura a 1 inU\^!\d(‘ 

I I ]<l> d}, 

qm nc peul s’aiinuhu (fu(‘ sj Ton a stq)<ir(hntuil 
o, N u, 

(U\s tM|ualions au\ (U'l iv(5<‘s parlKilles d/'lerinincronl Ira 
fonrlions in(M)inui(‘s r, 

Ibiu'Uoris ar!)ilrair(‘s luUodmU's par r<Ul<* inlrj»raru)n 
v\ l(‘s limiU's alMin s'ohl itMulronI cii <‘\prnaanl ([uc 

rinlr^i.d<‘ simplti a l.ujurllr s(‘ ivdiiU 51 s’antude <'j»a!(un(nU, 
t[u<' soKuU l(‘s ldfiolu>ns S.r, o\\ 5//, Sr, . Mn po-- 

sant 

S// c{i~A, 01’ jx-H, , 3.r , 

on voil qu’oa drvra avoir srparrmenl 

A o, H o, !C o* 

v*' Siippos(ms ([uo, Hur la Iirmlo du ohamp (ou bculomcnl 
siir lino porlton do ocMIo liinilo), on ail luin t'upmliou do con- 
dition 

•K ^ r, 

(bdlo rolalion dovra snh.sistor onlro los nouvidlcs valeu^^ 
hmilos ;:r 1 m I A/q o p Ao, . . I)’aillom\s Tac - 

cronssoniont toiul iiu di^i uu chaugomont de la fonclion a on 
-h Bn suivi dn ( himgoimuil do y on x -| S.r, y -I- 8/ est 
dviJomnienli'‘gal h Bn q- Ui Bx -h oy* Do infiinc 
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On aura done a la Inmlo da champ eulre les variations 3,^^ 
SjK, ill, Sf, la relation 


^ oy -!-* ( 3^/ -h ifi “h ^2 

da? dy '^dif 


-4- (3(; -I- t'l ^7 -r V2 Sy) 

dv ^ 


--Z o 


Les equations A= o, B r— o, , E = o ne scronL done 
plus necessaucs Ic long de la poition de courbe con&ideree 
poiu que Tintegiale simple s’annule, mais il suffiia quo Ton 
ait 

A..).?!;, B: 
au 


; A — j 

de 


Dzz-X 
E-- A 


d 4 ^ 

dh 


dtl; d 6 

1 "T" ^'*1 “T” 

^ dii de 


d+ d^ 

_ _-j_ n -I- - 

i)y ^ da de 




1 etant line inconnue aiixiliairc 

On a done une inconnue de plus, mais en mOnc temps 
line equation de plus, A savoir tj; o 

3^ Supposons que n, y, u, e, . soicnl lies pai une 
equation aux dciivces pailiellcs 

u, Ui, U 2 , e, ei, Toj ) ~ o 

On aura, pour Lous les systemes de valeurs dcs vaiiatxons 
qui laissent subsisLer cetle equation, 

oI = 0 ^ cp Jc-r 3 ^ ( cp ~h X^l^) dj! dy, 

\ ^tant une foncuon arbiLraire do forme invariable 

La variation de cette derni^jre integralc pourra se mettre 
sous la forme 

^ (A' + B' 3e -h "*H D' 3^ ~h £' 3/) ds 

-h ^ (M' 8w ~r N' 3e H- , )doody. 
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Delerminons I’anMliairc X pm I’equalion M'™ o. L’lnJo- 
grale double se JcJuna a 

)dzdj 

Jl esL (Jail d’aibeurs que 5r pounonl (Hrc clioisis a 
volonle sanb que ]V‘qnnhon - o ccssc cFiivoii luui Doni 
on dcvia avoir N' o, 

Rcslc l’mL(‘grale sim|)lc, qui (l(‘vra s’anmilci lanl quo 
r(j([uation — {) sulisistcia Ui Ics variables sonl encore 
I 160 S par ceth' c<|aaUon a la liiuiU^ <Iu champ Si cello ('([im- 
Lion conlienl l(‘s d(’uve<*s parlicllcs Ct, , die 

n’apprendra rnm sur les varialions 3/, 5^, 3^/, do socle 

qu’ori devra avoir 

A' o, , E^-o. 


Mais, SI die no toulionl epic p, , d sufhra, 

d’apios lo cas })r(k‘cdcmmcnl cvaininc, do poser sur la courbe 
limilc 




()^ 

h'' 


D' -- 




•h u 


})a 




V fJjlaiit line nouvcllc iiiconau(‘ auMliairo 

Supposoiis eufili quo 0, cl l(Js li miles smcnl 
aslreuils a vancr do (cllo sorle ((u’unc nil(''*gral(» donueV 

K=::r ^ d.x) {/f ( oiismvc Lino valour cousUuiU* (\ On verra, 

comme an 301 , qu’ou doil avoir idoiUj(|uen)ciU 

SOkXSK 0 , 

X d(‘sjgaant line conslanLc 

Or aiii'a done a former les Equations qui annuhml la va- 
riation de Ibnlcgrale double 

I + XK- 
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auxquelles on joindia la condilioii donncc Iv ^ - r, qui (ir- 
teimincra 1 

399 Noub aliens appliquer Ics coiisiclcradoris <|ni 
cedent a la soliUioii du prol)]einc siiivaut, rcnconlrc \uiv 
Gauss dans la iheone de la capillarile 

Deleiminei la foi me d eijuilibi e (Van lujauh^ 
dan% nil vase de foi me donnee 

Soient 

V le volume dii fluidc suppose donno , 
cr Taiie de sa siufacc libi'c, 

S cclle de la paioi moiullec , 

H la haiUeiir du cenlic de gravile da liqnide au-dcssus dii 
plan horizontal des xy 

On obliendi'a la surlace cliercliee cn rendaut uuniiniim 
Tcxpiession 

oil a et b sont dcs conblanlcs, 

Soient 

^ Tordonnee de la siufacc libro, 

7 , s, ^ scs denvees parludles picniieri^ et sccmule, 

Z, P, Q I’oidonnec de la paroi et scs denvees parludl(‘s. 

On am a 

^ ^ ~ - 7j) dx dy, 

^ S -h dx dj% 

s == 3 dy, 

Nous aurons done k annuler la vanaUon do Fint^rale 


I u I I'l 111 s \ ^iiti urns 


.1.17 


d t' (iv 


double 

i'“S 1 * *" * 

avcc ( iHuhtions I • i|u<* rtult’i',1 al<‘ V soil oonsljuiU^ 


^0 ,nt .HIS lutiili"^ tlu (li.mijj r<'(|HatHm dv <‘mHh(!nii 

7u 


on 


Non^ 

ani alls 

, a tnrniri li \ ai lation 


o( 1 1 

X\ 1 

j \ \ ^\ h r) r 1C <a * f A f j 

M 'In ,/./ dv, 

L 

A 

\ ^ 

ru.\\ 

A' \ t A‘ 1 V 

1 iisN\ , 

I> 

, -C*Ub 

N\* 1C ^ insW 


M 


d /. ri 

\ 1 // f/‘ *() ^ 

>/ 

1 I // 1 //■ 


hz - 

(i * /»^ ‘ 

/.’)/- 


Ij’hcjiuiUhh aus <lf‘u\ {^t*s |i;u lu’lh's dr 1,} lihrr (duM 

■elide h<u*a done 

M u 


Col it* dtjHatinii rnt ^tl .rt*[itddi* tl itiH* iiitrr|tl*t*liUian l^roiud 
IriqiK' ri*niaiqHahli* Isii rllrl^ Ir rlrrnirr loriiH* tl(* M rnt 

ji . II (*t ti^ di's5|.HtaHt Irs il*‘us v^ym^ dr «‘uiudHtr(* 

pmicij|)M ti\* ^ hr aura tliHir 

i I / , 1 

H ' 1C ’ 

Pa^^sfms a lu rHiiHiddtnitiuii ilr I’^hudgnilr siniplr, On n, 
le df^ lu rotirhr limttr, ^ Z, rr tpii rdduil ^ k 
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deux premiers termes 

\/i -h/?- "h a v/i -h -H Q- 

On deduit d’ailleurs de cettc equation aiix limilcs la rela- 
tion suivante 

S:; -f- /; -H ^ = P 8 -f- Q Sy 

Tirant de U la valeui de 5 ^ pour la substiLucr dans ruitcgialc^ 
puis egalant a zero les coefficients de Bjv el dc oy, il vieiidra 


( 4 ) 


p cos NX H- q cos NY 
p cosNX -h q cos NY 


( P — p) h cp COS NX o, 


(Q — ^ j ”P 'P cos NY O 


On a d’ailleurs evidemxncnt , en clcSig-nant par ), ^ et 
cc 4- dx^ y 4- dy, dz deux points mfiniment voisins de 
la courbe limite, 


COsNXrz: ■ 


il, 

ds 


cosNY: 


d 1C 

Ts 


el 

d’ou 
et eiifin 


dz^p dx q dy zrzV dj Q d y , 
(P — p) dx-ir {(^ — q) dyzzzo 
(P — />) cos NY = (Q — q) cos NX 


La premiere des equations (4) dcviendra done, en elimi- 
nant cosNY et siipprmiant le lacteur cos NX, 

+ av/r+ a 

v/n-p“-h5^- 


ou 


on enfin 


I -I- Pj[? -h Q<7 




COSl -4 a =: 0, 


±: =. 



CALOUL BFS VAUTA1I0.\S, 


I designant Fannie des plaiib Laiigeiils a la surface libre el a la 
paiol du vase Ccl angle sera don(‘ con si ant 

Ld seconcle equalioo ledoimcra ce luenic resultaL en 6 I 1 -* 
ininanlcosNX vl supprimanl Ic factciir cosNY 


400. Clioiclxons encore a delei miner les surfaces d’aire 
minima U laiidia annuler la variation dc I’mlegrale 

I ^ ^ I -h//- -H r/“ da dy 

PosanL a ip - o dans les calculs pr 6 cedenLs , on aura 
81 I A o:r H- -\r (p ( cos NX 4 - cos NY Sj;' )] d^ 


L’equalion au\ dcrivees jiartielles dcs surfaces clicrcliees sera 
done 

r 1 

R“' H, 
on 

R Ui o 

Cette equation a ole mtegriM' au n'* 280. 

wSi Foil donne Ic eontour qiu limiU' le cluiinp et la valeur 
dc z on chacun do ses pomls^ on auia a la limile o.r — o, 
— o, 5:;~~o, <‘l l’inlegr«d(' simple (liS|)aiMiLra (Fidle-nienn* 
Mais les valours limit cs des irois variables donni'ront une 
coiirbe pur laquello doit passer la hurrae(‘ elierchec, ell ’on aura 
a detcimuu‘r par cette condition les loncUous arbitrages quo 
Finlegration a inlroduUes. 

Si unc portion do la courl)(‘ limitc estincounue, mais assn- 
jettic a se Irouvcr sur unc surlacc donniSc :: -^/j, on aura, 
pour Fang^le i sous leqmd la surface mconnue vieut la ren- 
conlrcr, Ffiquatiou 

cose r 0, 

laqucllc montre quo les surfaces se coupent angle djjoit. 


iROisiiiMi- PAinir 
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54o 

Supposons enfin qu’on deiiiancle la surface cl’aire minima 
qui lenferme un volume donne V On am a a annuler la va- 
riation de I’liiLegrale 

I~rXV, 

ceqni donnera requnlion aii\ dciivces paiLielle^ 

ii k; '' 

Les fonctioiib arbilraues dc I’ml^graLion se dcLermineront 
parrequaLionV== const,, ]omtc aux conditions aux limites 


401 Le calcul des variations fouiniL tin proccclc commode 
pour la tiansfoimaLion des equalions aux ddrivccs parixclles 
Pom en donnei im exemplc, consideions, avec Jacol)i, Tin- 
teg rale tuple 


1 r 



rjfa dy dz 


Clierclioiis la vaiiaUon SI en supposant le champ d’mtegra- 
Lion invariable, ainsi quo les valeurs dc V ct dc ses dciivees 
dll premier oidie aux limitcs dii champ On am a 


BI™2 


\d^ di ^ ~dy ^ dy ^ dz ^ dy 


dx dy dz 


oil, enmtegianl par parties les tiois termes respeclivement 
par rappoit h. cl remarqiiant qiie les termes mtt^gi6s 

s’annulent aux hmiLcs, 



La condition pom quo SI soit idcntiquement mil sera done 
foiiinie par r^qualioii aux denv^cs paitiellcs 


t5) 


d^Y d’^Y rPV 


Rcmpla^qns les cooidonnees rectangles iv^y, z par im sys- 


i> 


4 



CAK'm. f)IS VA1UAU()^S 5 '| I 

loriu' (le on()i(I()tin(‘(‘s (‘ui'vili^iu‘b urlho^oudlc's /, Jcfi- 

mcb par los ('((ualioiis 

a y (/,//,(’), r (0^ ^{IjUfp) 

on 

On aura (t. 1^ n“ 5tl0). 

<n^ (hi> (hp (W ihb 

i).r ()j * ()} ()r * ()^r 

f)‘T> (m (}<l» ()W (H^ ()w 

()v f)r * J) r)t * ()c> *k 

Jn-' fMi fJF 

(h () I ' (}} (/) ' f)- <)s ■“’ 



ICnfin I’tSl^monl du vnliuuu lappoitd dux iumv(‘ll(*s conrdon- 
inSes sura 

(iv (iy (h ^(Ududv^ 

y A| Ay 

J „ - - ^ - {*rfuil lu nuMlult* dll jacobii’ii do j , u par rap-* 

y^A Aj Ag 

port *A /, r* 

On a d’ailliMirs 


dV 

r)V f)I'’ , 


f)V (?'F 

ihV 

ift ’(If 


' <)V '<)f' 

d\ 

^;v e;i'' , 

(}V fM' 

♦ ' • • • ) 

()V rW, 

()^ 

oi oz 

OuTz ' 

Oi’ dz ’ 
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d’ou, en tenant compte des telations j)rcc('(JenJ(*s, 



L’lntegiale I, lapporLee aiix nouvelI(*s vaiiahlos u, d(^ 
viendia done 




(// (lu ^/r 


Le champ de cette nouvellc intcgralc i,cra niv.u i.ihic corunii- 

celui de I’lntegrale pnmiUvc, ainsi qnc Its dc \’ 

dV dV dV , - , 

d«’ "dF hmites du champ 

Expiimons que SI s’annule dans cos coiulidons On ain.i 


Sir 


-s 


dV,dV .dV^dV 


dt: dt 


A,J 


dV,dV\ , , , 


ou, en mteg^rant pai parties les divers tcrincs de c<'(u> C'vf.rcs 
Sion et remarquant que les termes inlcgrcs s’.uuiulimt au\ 
limit es, 

'd .^dV 


dr di 


oV (it (iff //i'. 


L.condmonpourqae 81 s’ani,nleiclml,,|i,|..m.„i s.-ijiluu,; 


dt dt 


Oil Oil dt> \h- 


o* 


Cette nouvelle equation est done cquivalcnto u I’d<„m 
tion (5), dont elle sera la tianslormce. 


FIN on lOME TROlSIliME ET IWIlNIEn. 
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